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1 Einleitung

Diesen Artikel habe ich als Ergénzung fiir einen Vortrag im Seminar Rechnerischer Gehalt von
Beweisen| geschrieben. Ich werde in diesem Artikel den Beweis fiir den Satz, dass eine injektive
Abbildung f : {1, 2,...,n} — {1, 2,..., n} surjektiv ist, schrittweise entwickeln. Ziel ist der
Beweis dieser Aussage in [Minlog, einem in Scheme geschriebenes Programm zur Beweisfiihrung.

Zunichst werde ich den Beweis des Satzes, dass injektive Abbildungungen f : {1, 2,..., n} —
{1, 2,..., n} surjektiv sind, so fiihren, wie man es in gingigen Lehrbiichern zur Mathematik tun
wiirde. Danach folgt ein ausfiihrlicher Beweis, der sich eng an dem Beweis anlehnt, den ich in
Minlog gefiihrt habe. So soll es dem Leser erleichtert werden, den Beweis in Minlog nachzuvoll-
ziehen. Im letzten Schritt werde ich den Beweis in Minlog fiihren.

Die Idee zum Vortrag stammt aus dem Artikel The development of a text in AUT-QEL In diesem
Artikel entwickelt L.S. van Benthem Jutting den Beweis zum obigen Satz in vier Schritten, wobei
sein Ziel der Beweis in [Automath| ist. Automath ist eine formale Sprache zur Beweisfiihrung,
welche von Nicolaas Govert, de Bruijn entwickelt wurde. In diesem Artikel werde ich aber nicht
weiter auf Automath eingehen.

2 Einfacher Beweis

Zu beweisende Aussage: Jede injektive Abbildung f: {0, 1,..., n} — {0, 1,..., n} ist sur-
jektiv.

Induktionsanfang: Zu beweisende Aussage ist fiir n = 0 trivial.

Induktionsschritt: Sei f:{1,...,n,n+ 1} = {1,..., n, n+ 1} eine injektive Funtkion.

Fall 1: f(n+1)=n+1

Fir m = n+ 1 ist n + 1 Urbild von m unter f. Sei nun m < n. Wegen f(n+1) = n+1
und der Injektivitdt von f ist f eingeschrankt auf die Definitionsmenge {1,...,n} eine injektive

Abbildung {1,...,n} — {1,...,n}. Auf diese Abbildung kann die Induktionsvoraussetzung an-
gewandt werden und man erhilt die Existenz eines Urbildes von m.

Fall 2: f(n+1)#n+1
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Fir m = f(n+1) ist n+ 1 das Urbild von m unter f. Sei nun m # f(n+ 1). Wir definieren die
neue Funktion g mit

| . fln+1) f@)=n+1
g{l,,n}‘}{177n}xH{f($) ’f(gj)#n‘i‘l

Auf g kann die Induduktionsvoraussetzung angewandt werden, womit g surjektiv ist. Sei zunéchst
m =n+ 1. Aus der Surjektivitéit von g folgt sie Existenz eines kg mit g(kg) = f(n + 1). Dieses
ko erfiillt aber nach Definition von ¢ die Gleichung f(ko) = n + 1 und damit ist kg das Urbild
von m unter f.

Sei nun m # n + 1 und damit m < n. Auferdem haben wir bereits m # f(n + 1) vorausgesetzt.
Wegen Surjektivitit von g gibt es ein kg mit g(ko) = m # f(n + 1). Aus der Definition von g
folgt dann g(ko) = f(ko), also f(ko) = m. Damit ist ko Urbild von m unter f.

3 Ausfiithrlicher Beweis

Zu beweisende Aussage:

Vn € N, f € {g] g ist eine Abbildung N — N} (
VieN(@i<n— f(i)<n)
— VieNjeN@<n—j<n—= f(i)=f(j) —i=7)
— VmeN(m<n—3keNk<nA f(k)=m))
)

Induktionsanfang:

Sei f : N — N eine Abbildung mit Vi e N(4 <0 — f(4) <0)und Vi e N,j e N(i <0 —j <0—
f@) = f(G) = i=3). Sei m € Nmit m <0 und damit m = 0. Aus Vi e N(i <0 — f(i) <0)
folgt fiir ¢ = 0, dass f(0) < 0 und somit f(0) = 0 ist. Damit ist 0 das Urbild von m = 0.

Induktionsschluss:

Sei f : N — N eine Abbildung mit Vi e N <n+1— f(i) <n+1)und Vi e N,j e N(i <
n+l—=j<n+1-= fi)=f({) = i=7). Sei m € Nmit m < n+ 1. Es ist zu beweisen, dass
m unter f ein Urbild besitzt.

Fall 1: f(n+1)=n+1

Fall1.1: f(n+1)=n+1lund m=n+1
Aus f(n+1) =n+1und m = n+1 folgt f(n+1) = m. Damit ist n+1 das Urbild von m unter f.

Fall 1.2: f(n+1)=n+lund m#n+1

Aus m #n+ 1 und m < m+ 1 folgt m < n. AuRerdem folgt aus f(n +1) = n + 1 und der
Injektivitdt von f, dass f(i) < n fiir i < n ist. Damit l4sst sich die Induktionsvoraussetzung fiir
f und m < n anwenden. Hieraus erhilt man, dass m ein Urbild unter f besitzt.

Fall 2: f(n+1)#n+1



Fall 2.1: f(n+1)#n+1lund m= f(n+1)
Aus m = f(n+ 1) folgt, dass n + 1 das Urbild von m unter f ist.

Fall 2.2: f(n+1)#n+1und m # f(n+1)

Sei g : N — N definiert durch g(x) :{ ;Ez;—l) ’ﬁg;?li} .g:{l,...,n} = {1,...,n}

ist surjektiv nach Induktionsvoraussetzung. Dass sich auf g die Induktionsvoraussetzung anwen-
den lasst, wird spéter bewiesen*.

Fall 2.2.1: f(n+1)#n+1,m# f(n+1)und m=n+1
Aus f(n+1)#n+1und f(n+1) <n+1folgt f(n+1) <n und damit gibt es ein kg € N mit
ko <n und g(ko) = f(n+1).

Fall 2.2.1.1: f(n+1)#n+1, m# f(n+1),m=n+1und f(k) =n+1
Wegen m =n+ 1 und f(ko) =n+1ist f(ko) = m und somit ko Urbild von m unter f.

Fall 2.2.1.2: f(n+1)#n+1,m# f(n+1), m=n+1und f(ko) #n+1
Wegen f(ko) # n+1ist g(ko) = f(ko) und damit f(ko) = f(n+1). Aus der Injektivitét von f folgt
ko =n+1. kg = n+1 steht aber im Widerspruch zu ky < n. Somit kann dieser Fall nie auftreten.

Fall 2.2.2: f(n+1)#n+1,m# f(n+ 1) und m#n+1
Aus m #n+1und m < n+ 1 folgt m < n. Aus der Surjektivitidt von g folgt die Existenz eines
ko € N mit kg < n und g(kg) = m.

Fall 2.2.2.1: f(n+1)#n+1,m# f(n+1),m#n+1und f(kg) =n+1

Aus f(ko) = n + 1 folgt nach Definition von g die Gleichung g(ko) = f(n + 1) und damit
f(n+ 1) = m. Dies steht aber im Widerspruch zu m # f(n 4 1). Somit kann dieser Fall nie
auftreten.

Fall 2.2.2.2: f(n+1)#n+1,m# f(n+1),m#n+1und f(kg) #n+1
Wegen f(ko) #n+1ist g(ko) = f(ko) und damit f(ko) = m. Somit ist ko das Urbild von m
unter f.

* Nachtraglicher Beweis: g ist eine Abbildung {1,...,n} — {1,...,n}
Sei i € N mit ¢ < n. Zu beweisen ist (i) < n.

Fall 1: f(i) =n+1
Wegen f(i) =n+1ist g(i) = f(n+1). Mit f(n+1) #n+1und f(n+1) <n+1list f(n+1) <n
und damit g(i) < n.

Fall 2: f(i) #n+1
Wegen f(i) #n+ 1ist g(i) = f(4). Mit f(4) #n+ 1 und f(i) <n+1ist f(i) < n und damit
g9(i) < n.

* Nachtraglicher Beweis: g ist auf {1,...,n} injektiv
Sei 4,7 € N mit ¢ <n und j < n. Sei aufserdem g(i) = g(j). Zu beweisen ist i = j.

Fall 1: f(i) =n+1



Fall 1.1: f(i)=n+1lund f(j)=n+1
Im Fall f(i) =n+1und f(j) =n+1ist f(i) = f(j) und damit wegen Injektivitit von f auch
i=j.

Fall 1.2: f(i)=n+1und f(j) Zn+1
Im Fall f(i) = n+ 1 und f(j) # n+ 1 folgt aus g(i) = g(j) die Gleichung f(n + 1) = f(J).
Hieraus folgt wegen Injektivitit von f die Gleichung n+1 = j, die im Widerspruch zu j < n steht.

Fall 2: f(i) £#n+1

Fall 2.1: f(i) #n+1und f(j)=n+1
Im Fall f(i) #n+1und f(j) = n+1 folgt aus g(i) = g(j) die Gleichung f(i) = f(n+1). Hieraus
folgt wegen Injektivitdt von f die Gleichung i = n + 1, die im Widerspruch zu ¢ < n steht.

Fall 2.2: f(i) #n+1und f(j) #n+1
Im Fall f(i) #n+ 1 und f(j) # n+ 1 folgt aus g(i) = g(j) die Gleichung f(i) = f(j). Hieraus
folgt wegen Injektivitdt von f die zu beweisende Gleichung i = j.

4 Beweisfithrung in Minlog

Die Beweisfiihrung von Minlog wird in zwei Dateien vorgenommen: beweis.scm und lemmas.scm.
In der Datei 1lemmas.scm werden alle fiir den Beweis notwendigen Variablen deklariert und Hilf-
sitze bewiesen. In der Datei beweis.scm wird der eigentliche Beweis gefiihrt. Beide Dateien sind
ausfiihrlich dokumentiert, so dass eine ausfiihrliche Erklérung dieser Dateien an dieser Stelle
unnotig ist.

5 Extraktion eines Programms zur Urbildberechnung aus
Minlog

Nachdem der Beweis komplett ausgefiihrt wurde, kann aus ihm ein Programm extrahiert werden,
der das Urbild von Funktionswerten injektiver Funktionen f : {1, 2,...,n} — {1,2,..., n}
berechnet. Dieses Programm kann mit folgendem Befehl extrahiert werden:

(define eterm (nt (proof—to—extracted—term (current—proof))))

Dabei wird mit proof-to-extracted-term das Programm extrahiert und nt normalisiert den
extrahierten Term. Das extrahierte Programm kann man sich nun mit pp anschauen:

(pp eterm)
Die Ausgabe ist folgende:

[n0]
(Rec nat=>(nat=>nat)=>nat=>nat)n0([{3,n4]0)
([n3,((nat=>nat)=>nat=>nat) 4,f5 n6]

[if (f5(Succ n3)=Succ n3)
[if (n6=Succ n3) (Succ n3) (((nat=>nat)=>nat=>nat) 4 {5 n6)]
[if (n6=f5(Succ n3))
(Succ n3)
[if (n6=Succ n3)



(nat=>nat)=>nat=>nat) 4

n7][if (f5 n7=Succ n3) (f5(Succ n3)) (f5 n7)])
5(Succ n3)))

(nat=>nat)=>nat=>nat)_4

n7][if (f5 n7=Succ n3) (f5(Succ n3)) (f5 n7)])
)11T)

Man kann erkennen, dass das Programm eine rekursiv definierte Funktion ist. Diese Funktion ist
vom Typ nat=>(nat=>nat)=>nat=>nat. Dementsprechend ordnet das Programm einer natiirli-
chen Zahl n € N, einer Funktion f : N — N und einer natiirlichen Zahl m € N eine natiirliche Zahl
k € N zu. Dabei ist k das Urbild des Funktionswert m unter f, wobei f die Menge {1, 2,..., n}
auf sich selbst injektiv abbildet.

((
([
(f
((
ql
n6

Damit der Porgrammcode lesbarer wird, fiigen wir eine neue Variable £f vom Typ
(nat=>nat)=>nat=>nat hinzu:

(add—var—name "ff" (py "(nat=>nat)=>nat=>nat"))
(define eterm (nt eterm))

Die Ausgabe des Programms iiber pp ist dann:

1m0
(Rec nat=>(nat=>nat)=>nat=>nat)n0([{3,n4]0)
([n3,ff4 ,f5 ,n6]
[if (f5(Succ n3)=Succ n3)
[if (n6=Succ n3) (Succ n3) (ff4 {5 n6)]
[if (n6=f5(Succ n3))
(Succ n3)
[if (n6=Succ n3)
(ff4 ([n7][if (f5 n7=Succ n3) (f5(Succ n3)) (f5 n7)])(f5(Succ n3)))
(ff4 ([n7][if (f5 n7=Succ n3) (f5(Succ n3)) (f5 n7)])n6)]]])

Im Rekursionsanfang n = 0 wird einfach vom Programm 0 zuriick gegeben. Dies ist nachvoll-
ziehbar: Schlieflich ist 0 Urbild fiir jeden Funktionswert und jeder Funktion f: {0} — {0}. Der
Pseudocode fiir den Rekursionsschritt iiber n + 1 lautet dann:
if f(n+1)=n-+1 then
if m =n+ 1 then
return n+1
else
return urbild(n, f,m)
end if
else
if m=f(n+1) then
return n+1
else
if m =n+ 1 then

return urbild ( n,z — { ;EZ{F 1) :;g; ; Zii } ,fn+ 1))
o fn41) f@)=nt1
. n ; =
return urbild (n,x — { () Flo) #n+ 1 } ,m)

end if



end if
end if

Anhand des Programms erkennt man deutlich die Analogie zur Vorgehehensweise im Beweis und
dem Code des Programms.

Zum Schluss kann das Programm fiir einige konkrete Beispiele getestet werden. Der Befehl zur
Anwendung des Programms auf eine konkrete Funktion lautet mk-term-in-app-form. Dieser
Befehl erwartet in unserem Beispiel vier Argumente: unser Programm eterm, die Zahl n € N,
welche Anzahl der Elemente im Definitions- und Wertebereich angibt, die Funktion f : N — N
und den Funktionswert m € N, zu dem das Urbild ausgrechnet werden soll. Danach wird der
gewonnene Term mit nt normalisiert und mit Hilfe von pp ausgegeben:

(pp (nt (mk—term—in—app—form eterm (pt "5") (pt "[n]n") (pt "2"))))
; Ausgabe: 2

(pp (nt (mk—term—in—app—form eterm (pt "5") (pt "[n]n") (pt "0"))))
; Ausgabe: 0

(pp (nt (mk—term—in—app—form eterm (pt "5") (pt "[n]n") (pt "5"))))
Ausgabe: &

Im obigen Beispiel haben wir die Identitatsfunktion f : {0,1,...,5} — {0,1,...,5} : n— n

mit den Funktionswerten 2, 0 und 5 als Argumente fiir das extrahierte Programm gewahlt.

Wir koénnen das obige Beispiel auch fiir die Funktion f : {0,1,...,5} — {0,1,...,5} : n —
n+1l ;n<5b ..

{ 0 ‘n=0 ausfiihren:

(pp (nt (mk—term—in—app—form eterm

(pt "5") (pt "[n][if_(n<5)_(Succon)_ 0]") (pt "2"))))
; Ausgabe: 1

(pp (nt (mk—term—in—app—form eterm
(pt "5") (pt "[n][if_(n<5)_(Sucen)_0]") (pt "0"))))
; Ausgabe: &

(pp (nt (mk—term—in—app—form eterm

(pt "5") (pt "[n][if_(n<5)_(Succn)_0]") (pt "5"))))
; Ausgabe: 4
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