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Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit werde ich dir eine alternative Theorie der Analysis vorstellen,
die ich ,e-ungefdhre Analysis“ nennen mochte. Hierzu werde ich zundchst die Abstands-
relation ~<. einfiihren, die definiert, wann zwei Zahlen ungefihr gleich sind oder (an-
ders ausgedriickt) wann der Abstand zweier Zahlen infinitesimal ist. Dazu definiere ich
T~y & | —y| < e, wobel € eine nicht negative reelle Zahl istE|.

Mit Hilfe dieser neuen Relation ~-. werde ich eine neue Theorie der Analysis formu-
lieren. Hierzu werde ich untersuchen, wie die in der Analysis wesentlichen Konzepte der
Konvergenz, Stetigkeit, Differentiation und Integration mit Hilfe der Relation ~ . definiert
werden konnen. Wesentliche Eigenschaften dieser neuen Definitionen werde ich in dieser
Bachelorarbeit beweisen. Dabei ist es mein Ziel, eine alternative Variante des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnungf| fiir meine Theorie zu finden.

Aufserdem werde ich Zusammenhénge zwischen der e-ungefihren Analysis und der heut-
zutage in den Erstsemestlervorlesungen der Universitdten gelehrten Analysis untersuchen
und darlegen. Es wird sich zeigen, dass es durchaus starke Verbindungen zwischen diesen
beiden Theorien der Analysis gibt und beide Theorien gut miteinander harmonieren.

'Du erkennst, dass sich meine Definition des Infinitesimalen stark von der historischen Auffassung des
Infinitesimalen als unendlich kleine positive Zahl unterscheidet.
%siehe Wikipedia-Artikel ,, Fundamentalsatz der Analysis®


https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Analysis
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Anmerkungen zur Bachelorarbeit

Es folgen einige Anmerkungen zu dieser Bachelorarbeit.

Der definierende Existenzquantor

In dieser Bachelorarbeit will ich versuchen Beweise starker durch aussagenlogische Forma-
lismen zu strukturieren. So werden viele Beweise folgende Form aufweisen:

Pramisse (1)
= gefolgerte Aussage (2)
i Kommentar zur Folgerung

= gefolgerte Aussage (3)

= zu beweisende Konklusion (4)

Manchmal werde ich innerhalb solcher Beweise Existenzen von Objekten zeigen, die ich
in den darauf folgenden Aussagen wieder verwenden werde. Um solche Objekte gesondert
zu kennzeichnen, werde ich den definierenden Existenzquantor EI nutzen.

Eine Zeile mit der Aussage dEIfx € M : A(Z) bedeutet also, dass ein Element Z aus der

Menge M mit der Eigenschaft A(Z) existiert und dass in den folgenden Beweisschritten &
stets dieses Objekt bezeichnet. EI ist somit der normale Existenzquantor, der den Leser

nur zusitzlich darauf hinweist, dass das existierende Objekt in den folgenden Aussagen
wieder verwendet wird. Die Wirkung des definierenden Existenzquantors ist also dhnlich
der Definition von Variablen in Programmiersprachen.

Zum Begriff ,klassisch*

In dieser Bachelorarbeit werde ich eine neue Theorie der Analysis formulieren. Um nun
auf die jetzige an den Universitdten gelehrte Analysis zu verweisen, werde ich den Begriff



xii Anmerkungen zur Bachelorarbeit

yklassisch” verwenden. So bezeichne ich mit dem Begriff | klassische Cauchyfolge” beispiels-
weise die ,normale* Cauchyfolge, so wie du sie aus deinem Studium kennstﬂ Damit solltest
du leicht zwischen den Definitionen aus der e-ungefihren Analysis und den Standarddefi-
nitionen unterscheiden konnen.

Besonderheiten dieser Bachelorarbeit

Ich will diese Bachelorarbeit so schreiben, dass du ihr moglichst leicht folgen und sie schnell
verstehen kannst. Deswegen werde ich die Theorie der e-ungefidhren Analysis sehr ausfiihr-
lich darstellen. Ich bin der Meinung, dass bereits Studenten ab dem zweiten Fachsemester
diese Bachelorarbeit lesen konnen, sobald sie die grundlegenden Begriffe der Topologie
kennen gelernt haben.

Anders als in anderen wissenschaftlichen Texten werde ich dich in dieser Bachelorarbeit
direkt mit ,du“ ansprechen. Ich erhoffe mir, dass dadurch der Text lebendiger wirkt und
es dir leichter fallen wird, dem Inhalt aufmerksam zu folgen.

Des weiteren werde ich dir bei groferen Sétzen neben dem Beweis auch den Ldsungs-
weg darstellen, also den Weg, wie ich den Beweis gefunden habe. Fiir mich sind solche
Losungswege wichtige Bausteine einer mathematischen Theorie. Dadurch werden nicht nur
Beweise nachvollziehbarer, Losungswege bieten auch die Moglichkeit, die Gedanken des
Autors besser kennen zu lernen. Anderen Mathematikern sollte es so einfacher fallen, die
dargestellte mathematische Theorie zu erweitern und zu verbessern.

Auch alle Beweise habe ich ausgefiihrt, da ich nicht weifs, wer welche Beweise als tri-
vial betrachtet. Es wird sicherlich vorkommen, dass du einige Satze als selbstverstiandlich
ansehen wirst. Die Beweise zu diesen Sétzen kannst du dann einfach iiberspringen.

Lizenz

Diese Bachelorarbeit steht unter einer (CC-BY-Lizenz. Ausgenommen sind einige Abbil-
dungen, die (CC-BY-SAlizenziert sind. Diese Abbildungen sind von mir gesondert gekenn-
zeichnet.

Damit darfst du diese Bachelorarbeit oder einzelne ihrer Inhalte frei verwenden, ver-
breiten, vervielfiltigen, &ffentlich zuginglich machen, abwandeln und bearbeiten. Auch
kommerziell darfst du diese Bachelorarbeit nutzen. Dabei ist es nicht notwendig, dass du
mich {iber die Benutzung dieser Bachelorarbeit informierst.

Jedoch musst du stets den Autor ,Stephan Kulla“ und seine Internetseite http://
homepages.physik.uni-muenchen.de/"Stephan.Kulla/nennen. Wenn du Abbildungen,
die unter CC-BY-SAlizenziert sind, fiir eigene Werke verwendest, dann musst du diese
Werke auch unter (CC-BY-SAoder einer vergleichbaren Lizenz stellen.

3Du findest eine solche Standarddefinition der Cauchyfolge beispielsweise im Lehrbuch ,, Analysis 1¢ von
Prof. Forster [13| Seite 41].


http://creativecommons.org/licenses/by/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://homepages.physik.uni-muenchen.de/~Stephan.Kulla/
http://homepages.physik.uni-muenchen.de/~Stephan.Kulla/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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Auf der Internetseite http://creativecommons.org/licenses/by/3.0/ findest du
weitere Informationen zur Lizenz (CC-BY. Informationen zu (CC-BY-SAfindest du iiber
die URL http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

Auch wenn es nicht notwendig ist, so freue ich mich doch, wenn du mich bei Benutzung
dieser Bachelorarbeit informierst.

Kontakt

Wenn du mir eine Nachricht schreiben willst, so findest du meine Kontaktdaten auf meiner
Homepage http://homepages.physik.uni-muenchen.de/ Stephan.Kulla/.
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Kapitel 1

Einfuhrung

Wie ich bereits in der Zusammenfassung geschrieben habe, mochte ich dir in dieser Bache-
lorarbeit eine alternative Theorie der Analysis vorstellen. Wieso solltest du dich aber mit
einer neuen Theorie der Analysis beschiftigen, wenn doch die klassische Analysis bereits
stark in der Mathematik etabliert und sehr méchtig in ihrer Anwendung ist?

Ich will diese Frage nicht direkt beantworten, sondern dir erst einmal meinen Weg zur
e-ungefihren Analysis beschreiben und meine Motivation fiir diese Theorie darlegen.

1.1 Mein Weg zur c-ungefihren Analysis

Vielfach wurde ich vor und wahrend meines Studiums damit konfrontiert, dass Ungewiss-
heiten wesentlicher Bestandteil bei der Beschreibung der uns umgebenden Welt ist. So
konnen Messwerte in Experimenten nie exakt sondern nur bis auf einen Messfehler genau
angegeben werden. Dasselbe gilt auch fiir andere Daten wie die aktuelle Einwohnerzahl
Deutschlands, dem Umsatz eines Unternehmens oder dem Umfang der Erde. Auferdem gel-
ten viele Theorien nur in idealisierten Bedingungen. Sind diese Bedingungen nicht erfiillt,
treten Abweichungen zwischen den gemessenen und den theoretisch berechneten Werten
auf. So gilt die klassische Newtonsche Mechanik nur bei gegeniiber der Lichtgeschwindig-
keit kleinen Geschwindigkeiten|8][12] Seite 11] und die thermodynamische Beschreibung
eines idealen Gases geht davon aus, dass die Gasteilchen keine dufseren Krifte ausgesetzt
sind[7][15], Seite 542].

Ich entwickelte dann die Idee, man koénnte die eben beschriebene Ungewissheit direkt
in die Theorie der Analysis einbauen. Ich hatte vor, Analysis mit zugrunde liegender Fuz-
zylogikE] zu betreiben, so dass die Ungewissheit bereits auf der Ebene der Logik eingebaut
werden konnte. Jedoch verfolgte ich diese Idee nicht weiter.

Aufserdem wurde ich regelmifig in meinem Physikstudium mit Infinitesimalen konfron-
tiert. Sowohl in der Vorlesung als auch in der Literatur begegneten mir viele Beweise, die
mit infinitesimalen Grofen gefiihrt Wurde Auch wurde oft die Ableitung j—g als tatséch-

!siehe Wikipedia-Artikel ,, Fuzzylogik®
?siehe zum Beispiel [10, Seite 59


https://de.wikipedia.org/wiki/Fuzzylogik
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licher Quotient und nicht als historische Schreibweise angesehen. Epsilons und Deltas, die
ich in den Mathevorlesungen zwangsweise lieben gelernt habe, bekam ich dagegen kaum
zu Gesicht. Dies brachte mich natiirlich zum Nachdenken. Auf der einen Seite wurde mir
eine infinitesimalfreie Analysis beigebracht und auf der anderen Seite argumentierten viele
Physiker weiterhin mit der aus der Mathematik verbannten Idee des Infinitesimalen. Wel-
chen Sinn macht die Lehre der Epsilon-Delta-Analysis, wenn sie in der Physik ignoriert
wird?

Als ich mit einem Freund iiber meine Ideen und die von mir wahrgenommene Diskre-
panz zwischen mathematischer Lehre und physikalischen Argumentationen sprach, empfahl
er mir die Lektiire der Nichtstandardanalysisﬂ In der Nichtstandardanalysis solle es infi-
nitesimale Grofen geben und trotzdem die Theorie widerspruchsfrei sein. Sie sei also eine
Theorie, die das Infinitesimale wiederbelebt. Ich befolgte seinen Rat und las mich in die
Nichtstandardanalysis ein.

Die Theorie der Nichtstandardanalysis hatte mich schnell iberzeugt und ich sah in ihr
einen guten Kandidaten der zukiinftigen Analysis. Ich wollte urspriinglich meine Bachelor-
arbeit zu diesem Thema schreiben, um mich weiter einarbeiten zu konnen. Langfristig war
es mein Ziel, ein deutschsprachiges Lehrbuch zur Nichtstandardanalysis fiir Studienanfin-
ger zu schreiben, um so zur Verbreitung dieser Theorie beizutragen.

Beim Suchen nach einem passenden Thema zur Bachelorarbeit erinnerte ich mich jedoch
an meine alte Idee einer Analysis auf Grundlage der Fuzzylogik. Ich las mich auch in dieses
Thema einlﬂ und begann nun iiber eine neue Analysis mit Fuzzylogik nachzudenken. Die
Nichtstandardanalysis war dabei mein Vorbild.

Ich gab diese Idee jedoch schnell wieder auf. Mir schien, dass eine Analysis mit Fuzzy-
logik zu kompliziert wird. Auferdem steckt in dieser Logik selbst viel klassische Analysis,
was Probleme verursacht hitte. Auf der Suche nach einer alternativen Theorie macht es
wenig Sinn, wenn in der zugrunde liegenden Logik klassische Analysis mit einfliefst.

Ich entschied mich aber dafiir, die Idee der Fuzzylogik zu iibernehmen, eine nur vage
definierte Gleichheitsbeziehung einzufiihren. Ich wollte also eine neue Relation definieren,
die ausdriicken sollte, wann zwei Zahlen ungefihr gleich oder (anders ausgedriickt) wann
sie infinitesimal verschieden sind. Ich taufte diese Relation ,Infinitesimalrelationen” und
fand schnell Beispiele dafiir: die Infinitesimalrelation in der Nichtstandardanalysis, die Ab-
standsrelation (die ich spéter in dieser Bachelorarbeit vorstellen werde) und die durch die
endliche bindre Darstellung von Zahlen in Computersystemen induzierte Relation ,x ist
ungefihr y, wenn die bindre Darstellung beider Zahlen iibereinstimmt®.

Ich suchte die wesentlichen Eigenschaften dieser Relationen, um sie als Axiome der In-
finitesimalrelation zu postulieren. Ich wollte ndmlich genau so Infinitesimalrelationen iiber
Axiome charakterisieren, wie in der Mathematik Vektorrdume iiber die Vektorraumaxiome
beschrieben werden.

Die Suche nach diesen Axiomen erwies sich aber als schwierig und so fing ich an, eine

3siehe Wikipedia-Artikel ,,Nichtstandardanalysis®
Ich las vor allem das Skript zur Vorlesung ,Fuzzy-Systeme* von Prof. Dr. Rudolf Kruse. Du findest
dieses Skript unter der URL http://fuzzy.cs.uni-magdeburg.de/studium/fuzzy/txt/fsbook.pdf.


https://de.wikipedia.org/wiki/Nichtstandardanalysis
http://fuzzy.cs.uni-magdeburg.de/studium/fuzzy/txt/fsbook.pdf
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konkrete Analysis mit Hilfe einer speziellen Infinitesimalrelation, der Abstandsrelation zu
formulieren. Dabei diente mir die Theorie der Nichtstandardanalysis als Vorbild. Meine
Idee war es, am Ende diejenigen Eigenschaften der Abstandsrelation als Axiome der Infini-
tesimalrelation zu definieren, die ich fiir die Beweise bendtigt hatte. So wiirde ich ndmlich
wissen, dass mit diesen Axiomen sinnvoll Analysis betrieben werden kann.

Ich merkte jedoch, dass bereits diese spezielle Theorie sehr umfangreich wurde. Gleich-
zeitig dringte die Zeit, meine Bachelorarbeit abzuschliefien und so entschied ich mich dafiir,
erst einmal nur tiber die spezielle Theorie der Abstandsrelation zu schreiben. Das Ergebnis
kannst du nun auf diesen Seiten lesen.

Du siehst also, dass diese Theorie der Abstandrelation fiir mich nur ein Zwischenschritt
zu einer allgemeineren Analysis mit Infinitesimalrelation ist. Ich will den Weg zu dieser
abstrakteren Analysis nach meiner Bachelorarbeit weiter bestreiten. Wenn du auch Lust
dazu hast, dann nimm doch Kontakt mit mir auf?]

1.2 Die Geschichte des Infinitesimalen

Auch wenn es fiir das Verstindnis dieser Bachelorarbeit nicht notwendig ist, so empfeh-
le ich dir doch, dich mit der Geschichte des Infinitesimalen auseinanderzusetzen. Eine
sehr gute Zusammenfassung hat Israel Kleiner in seinem Artikel ,History of the Infini-
tely Small and the Infinitely Large in Calculus® geschrieben, die ich dir sehr ans Herz
lege. Du kannst auf diesen Artikel kostenlos {iber den Link http://www.springerlink.
com/content/r99j3glblictrtfjt/| zugreifen. Eine kiirzere Zusammenfassung findest du
im Wikipedia-Artikel . Infinitesimalrechnung".

®Meine Kontaktdaten findest du auf meiner Homepage http://homepages.physik.uni-muenchen.de/
“Stephan.Kulla/.


http://www.springerlink.com/content/r99j3glb1ctrtfjt/
http://www.springerlink.com/content/r99j3glb1ctrtfjt/
https://de.wikipedia.org/wiki/Infinitesimalrechnung
http://homepages.physik.uni-muenchen.de/~Stephan.Kulla/
http://homepages.physik.uni-muenchen.de/~Stephan.Kulla/
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Kapitel 2

Die Abstandsrelation

2.1 Ein Gedankenexperiment

0.001

-3 - —1 1 2
< 2{ | (L)/ | | ?I)%

Abbildung 2.1: Gedankenexperiment zur Abstandsrelation (Abwandlung vom Bild ,,Real
number line for Algebra book.svg® von User:Thenub314 lizenziert unter (CC-BY-SA; Diese
Abbildung steht unter der Lizenz CC-BY-SA)

Stell dir die Menge der reellen Zahlen als Zahlengerade vor, auf der der Abstand der
Zahlen 0 und 1 genau 1cm betrdgt. Um Abstéinde auf dieser Zahlengeraden zu messen,
hast du ein handelsiibliches Linear mit der kleinsten Skaleneinheit von 1 mm. Wenn du nun
den Abstand der Zahlen 0 und ﬁ = 0.001 angeben musst, so ist dieser fiir dich 0. Der
kleinste Abstand grofer Null, den du ndmlich mit dem Lineal messen kannst, ist 0.05, weil
der kleinsten Skaleneinheit 1 mm der Zahl 0.1 entspricht und ab 0.05 aufgerundet wird.
Damit sind die Zahlen 0 und — ,gleich“ oder (besser ausgedriickt) ,jungefiihr gleich*.

1000 7

Um dieses Phdnomen beschreiben zu kénnen, fiihre ich eine neue Relation = ein. Ich

definiere 0 ~ ﬁ, was ,,0 ist ungefahr ﬁ“ bedeuten soll. In diesem Gedankenexperiment

ist somit fiir alle reellen Zahlen z und y:

rry<|r—yl <0.05 (2.1)

Im Folgenden gehe ich jedoch von einer anderen Rundungsregel aus: Bis einschliefslich
0.05 wird abgerundet. Durch diese neue Regel erhalte ich folgende Relation fiir ,x ist
ungefihr y*:


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Real_number_line_for_Algebra_book.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Real_number_line_for_Algebra_book.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/User:Thenub314
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

6 2. Die Abstandsrelation

rry < |r—yl <0.05 (2.2)

Diese Relation =~ werde ich im néchsten Abschnitt zur Abstandsrelation verallgemei-
nern.

Bemerkung. In diesem Gedankenexperiment ist bereits ein Nachteil der Abstandsrelation
erkennbar: Wenn x sehr nah an der Zahl 0.05 liegt, ist es schwer mit dem Auge zu ent-
scheiden, ob z kleiner gleich oder gréfer als 0.05 ist. Diese Unsicherheit sollte eigentlich
auch von der Abstandsrelation modelliert werden, was nicht der Fall ist.

2.2 Definition der Abstandsrelation

Die Relation des obigen Gedankenexperiments kann ich zunéchst dadurch verallgemeinern,
indem ich fiir das Lineal als kleinste Skaleneinheit einen beliebigen Abstand 2¢ mit ¢ € R
wahle. Es ist dann

Ve,yeR:(zr<.y e |z —y| <e¢) (2.3)

Dabei signalisiere ich mit dem Symbol ~<., dass 2¢ die kleinste Skaleneinheit ist. Die
»2° in 2¢ kommt daher, dass mit meiner obigen Rundungsregel bei einer Skaleneinheit von
2¢ bis einschlieflich € abgerundet wird. Da aufierdem obige Definition von ~<. auch fiir
€ = 0 sinnvoll ist, lasse ich auch diesen Fall zu.

Die Definition von ~<. verallgemeinere ich noch weiter, indem ich der Relation anstatt
R einen beliebigen metrischen Raum (X, d) zugrunde lege. So erhalte ich die allgemeine
Definition der Abstandsrelation:

Definition 2.1 (Abstandsrelation auf metrischen Réumen). Sei (X,d) ein metrischer
Raum und ¢ € R}. Die Abstandsrelation ~<. ist fiir alle z,y € X definiert durch:

TRy = dr,y) <e (2.4)
Beispiel 2.1. In R mit der Standardmetrik ist

e O0~<1pd

Q
I

59

°
o
Q

IA

o (

R
IA

49

Bemerkung. Anstatt e € Rj konnte auch ¢ € QF gewihlt werden. Auferdem entspricht
fiir e = 0 die Abstandsrelation ~<, der Gleichheitsrelation =.
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@ @ @ @ ® L *—>

-2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 2.2: Zahlenstrahl mit eingezeichneter Menge {xr €e R: x ~<15 1}

2.2.1 < oder <?

Es ist berechtigt zu fragen, ob die Kleiner- oder die Kleiner-Gleich-Relation in der Definition
der Abstandsrelation verwendet werden soll. Sollte ich also ,z ~ y < d(z,y) < € oder
WT Ry & d(x,y) < & definieren?

Je nach konkrete Anwendung féllt die Antwort anders aus. Beim obigen Gedankenex-
periment ist die Antwort beispielsweise davon abhingig, wie gerundet wird.

In dieser Bachelorarbeit werde ich die Kleiner-Gleich-Relation verwenden, weil dann
einige Beispiele leichter aufgestellt und einige Beweise leichter gefiihrt werden kdnnen.
Es gibt auch Sétze, die nur fiir die Kleiner-Gleich-Abstandsrelation beweisbar sind (zum

Beispiel Satz |3.12)).

Zur Vollstandigkeit definiere ich aber noch die Kleiner-Abstandsrelation:

Definition 2.2 (Kleiner-Abstandsrelation auf metrischen Rédumen). Sei (X, d) ein metri-
scher Raum und € € R™. Fiir alle 2,y € X ist die Kleiner-Abstandsrelation ~_ . definiert
durch:

TRy e dry) <e (2.5)

In dieser Bachelorarbeit werde ich nur die Kleiner-Gleich-Abstandsrelation ~<. unter-
suchen. Ich werde darauf hinweisen, wenn eine Unterscheidung der beiden Abstandsrela-
tionen notwendig ist oder ich nur die Kleiner-Abstandsrelation ~_. betrachte. Ansonsten
sollten alle Definition und Sétze analog formuliert und alle Beweise analog gefiihrt werden
konnen.

2.2.2 Vor- und Nachteile der Definition

Ich md&chte natiirlich nicht verschweigen, dass obige Definition der Abstandsrelation aus
meiner Sicht neben vielen Vorteilen auch einige Nachteile besitzt.

Zunichst zu den Vorteilen: Die Definition ist einfach und pragmatisch, was sich auch auf
die Theorie auswirken sollte. Des weiteren lisst sich diese Relation gut motivieren (siche
Gedankenexperiment und es sollten sich viele Anwendungsfille fiir diese Relation
finden lassen. So bietet der Begriff des absoluten Fehlers eine gute Anwendung fiir die
Abstandsrelation: Der absolute Fehler eines Messwerts x zu einer physikalischen Grofse y
ist genau dann € € R, wenn = ~<. y ist [1].
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Soweit ich weifs, wird auferdem diese Relation in keiner Analysis als Infinitesimalre-
lation verwendet (in keiner mir bekannten analytischen Theorie wird definiert, dass zwei
Zahlen infinitesimal voneinander entfernt sind, wenn ihr Abstand kleiner gleich einem vor-
gegebenen e € Ry ist). Damit betreten wir in dieser Arbeit mathematisches Neuland, was
ich auch als Vorteil dieser Relation ansehe (eben weil es spannend ist ©).

Zu den Nachteilen: Auch wenn es viele Anwendungsfélle gibt, so ist doch die Defini-
tion der Abstandsrelation noch relativ speziell. Es ist beispielsweise vorstellbar, dass die
Abstinde der Skalen unseres Lineals nicht konstant sind. So konnte sich der maximale Ab-
stand zwischen einem festen Objekt z und den von z infinitesimal verschiedenen Werten
y mit dem Objekt = dndern. Wir kénnten fordern, dass zwar 1001 ~ 1000, aber 1 % 2
ist, obwohl jeweils beide Zahlenpaare denselben Abstand voneinander besitzen. In der Ab-
standsrelation waren beide Zahlenpaare entweder ungefahr gleich zueinander oder nicht.

Auferdem ist im Allgemeinen die Grenze zwischen =z ~. y und = %< y ,hart“. So ist
beispielsweise 0 ~<; 1 aber 0 227 1.0001. Diese ,harte* Grenze lésst sich aber im Modell
selten begriinden. Wieso sollte durch eine minimale Anderung der von 0 beziiglich ~<,
infinitesimal verschiedenen Zahl 1 eine von 0 nicht mehr infinitesimal verschiedene Zahl
1.0001 entstehen?

Punkt nicht e-ungefahr x
¥

®
Punkt e-ungefahr x

Menge der
g-ungefahren
Punkte von x

Abbildung 2.3: Punkt x mit eingezeichneter Menge der e-ungefihr gleichen Punkte

Das Problem der ,harten Grenze* kann man auch mit der charakteristischen Funktion

1 ;2= . . . R . ..
Xz : X > R:y— =¢ ¥ beschreiben. Diese ist namlich unstetig und verdndert

0 o<y
sich sprunghaft. Dieser Nachteil konnte zum Beispiel iiber die Fuzzylogik behoben werden,
indem die Relation ~< . durch eine Fuzzy-Menge beschrieben wird. Diese Moglichkeit werde
ich aber in dieser Bachelorarbeit nicht weiter beschreiben.

2.3 Eigenschaften der Abstandsrelation

Aus der Definition von ~<. folgt direkt, dass diese Relation reflexiv und symmetrisch ist.
Doch wie sieht es mit der Transitivitiat aus?

Im Allgemeinen ist sie nicht erfiillt. Soist 0 =<1 0.75 und 0.75 ~<; 1.5, aber 0 %4 1.5.
Jedoch kann mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir Metriken eine schwache Variante der
Transitivitdat bewiesen werden:
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Satz 2.1 (Schwache Transitivititseigenschaft der Abstandsrelation). Sei (X, d) ein metri-
scher Raum. Fir alle x,y,z € X gilt:

(zr<.y) Ny =<5 2) = (T R<gs 2) (2.6)

Beweis. Sei (X, d) ein beliebiger metrischer Raum und z,y, 2 € X. Es ist

(x ~<ey) N (2 =<5 2) (2.7)

& (d(z,y) <e)A(d(z,z) <9) (2.8)
= dle2) Dreiecksu%gleichung doy) + =) <o 45 29)
= T R<ets Y (2.10)
[

Bemerkung. Die schwache Transitivitatseigenschaft der Abstandsrelation werde ich vor
allem in der Form 6 = ¢ verwenden:

(# ~<ey) ANy m<e 2) = (2 ~<a 2) (2.11)

Bemerkung. Wenn in einer Gleichungskette mehrere Abstandsrelationen verwendet werden,
so musst du am Ende die Abstandsrelationen nach der schwachen Transitivitatseigenschaft
richtig zusammenfassen. So folgt aus der Gleichungskette a ~<. b = ¢ =<5 d =<, e nur,
dass a ~<.q544 € ist.

Bemerkung. Dass obiger Satz nicht scharfer formuliert werden kann, siehst du am Beispiel
der Zahlen —1, 0 und 1. Es ist —1 ~<; 0 und 0 ~<; 1, aber fiir alle ¢ mit 0 < e < 2 ist

—1%<. 1.
Aus der Definition der Abstandsrelation folgt direkt eine weitere wichtige Eigenschaft:

Satz 2.2 (Monotoniesatz der Abstandsrelation). Sei (X, d) ein beliebiger metrischer Raum.
Fiir alle e,6 € R und allen z,y € X gilt

(xm<:yY) N0 > )= (x =<5 Y) (2.12)

Beweis.

y (2.13)
= d(z,y) <e (2.14)
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l e<d
= d(z,y) <6 (2.15)
= TRosy (2.16)

Fiir normierte Rdume gelten zusétzlich folgende Additionsregeln, auf welche ich in dieser
Bachelorarbeit zuriickgreifen werde:

Satz 2.3 (Additionsregeln der Abstandsrelation). Fir alle u,v,z,y,z € X aus dem nor-
mierten. Grundraum (X, ||-||) und fiir alle €,5 € Ry ist:

(a) srR<.y=r+2~R<.y+2

(b) =

Q

Say/\U%§5U:>l‘+U%§5+5y+U
(€) vmccy+2= TRy y
Beweis. (a) Esist
nggy
diz+zy+2)=(z+2) - (y+2)l=lz -yl =dy < e (217

=>r+zRc. Y+ 2 (2.18)

(b) Es ist

(a) (a)
x—l—végsy—l—vgg(;y—l—u (2.19)
| schwache Transitivitéitseigenschaft (Satz

=T+ 0vRcysyYtu (2.20)

(c) Sei x ~<.y+ z. Dann ist

le =yl =llz —y—2z+2z] (2.21)
<z —(y+2)ll + =]
<e+ |
= T Rtz Y (222)



Kapitel 3

Folgen und Grenzwerte

3.1 e-ungefihre Konvergenz

3.1.1 Neuer Quantor ,Fiir fast alle n € N

In diesem Abschnitt werde ich viel iiber Eigenschaften von Folgen (), .y sprechen, die
fiir fast alle Folgenglieder z,, erfiillt sind. Um eine kurze Notation fiir solche Eigenschaften
zu haben, fiihre ich den neuen Quantor Vn € N (,fiir fast alle n € N¥) ein:

Definition 3.1 (Fast-Alle-Quantor). Eine Aussage Vn € N : A(n) ist genau dann wahr,
wenn es ein N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N die Aussageform A(n)
erfiillt ist. Es ist also genau dann ¥n € N : A(n) eine wahre Aussage, wenn A(n) bis auf
endlich viele n € N erfiillt ist. Vn € N : A(n) bedeutet somit ,Fiir fast alle n € N ist A(n)
erfillt”. Es ist:

VneN:A(n): < 3INeNVneN: (n>N = An)) (3.1)

Satz 3.1 (Konjunktionseigenschaft des Fast-Alle-Quantors). Seien A(n) und B(n) Aussa-
geformen in der freien Variablen n. Es ist

(\%n eN: A(n)) A (\%n eN: B(n)) = Vn e N: (A(n) A B(n)) (3.2)
Beweis.
(% eN: A(n)> A (\'%n eN: B(n)> (3.3)
= (dngA ENVREN: (n> Ny= A(n))>
A (EfNB eNVneN:(n> Ny = B(n))) (3.4)

= Vn € N: (n > max{Na, Ng} = A(n) A B(n)) (3.5)
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= INeNVneN: (n>N= A(n) A B(n)) (3.6)
= Vn e N: A(n) A B(n) (3.7)
[

Bemerkung. Aus der Konjunktionseigenschaft des Fast-Alle-Quantors folgt

(% eN: Al(n)) A (% eN: Ag(ﬂ)) Ao A (\'m eN: Am(n)>
= Vn e N: (A (n) AAy(n) A--- A Ap(n)) (3.8)

3.1.2 Definition der e-ungefihren Konvergenz

Genau wie die meisten Analysislehrbiicher beginne ich mit der Definition des Grenzwerts

einer Folge (x,),,cx-

Definition 3.2 (e-ungeféhrer Grenzwert). Sei (z,,),y eine Folge aus einem metrischen
Raum (X, d). Ein Objekt z, € X heikt e-ungefihrer Grenzwert von (), .y, wenn Vn €
N:z, ~<. x4, wenn es also ein NV € N gibt, so dass x,, ~<. z, fiir alle natiirlichen Zahlen

n > N ist. Ich schreibe dann lim z,, ~<. x,. Es ist also:
n—oo -

lim z, <. 2, & (Vn eN:z, ~<, ZL‘g> (3.9)
n—oo - -

Definition 3.3 (c-ungefihre Konvergenz). Eine Folge (x,), .y eines metrischen Raums
ist genau dann e-ungefihr konvergent, wenn sie mindestens einen e-ungefihren Grenzwert
besitzt.

Die Definition des Grenzwerts ist analog zu dem, wie manche Schiiler den Grenzwert
einer Folge bestimmen: Man berechne Folgenglieder mit grofem Index mit den Taschen-
rechner. Wenn sich das Ergebnis nicht dndert, so ist es der Grenzwert der Folge. Jedoch
kann der Taschenrechner nicht den exakten Wert sondern nur eine dem tatsédchlichen Wert
approximierte Zahl angeben. Nach dieser ,,Taschenrechnermethode® ist also eine Folge ge-
nau dann gegen eine Zahl konvergent, wenn diese Zahl ab einem bestimmten Index stets
ungefihr gleich den Folgengliedern ist. (Beachte jedoch, dass die Infinitesimalrelation, die
dieser ,Taschenrechnermethode” zugrunde liegt, eine andere als die Abstandsrelation ist.)

Des weiteren steckt die obige Definition bereits in der klassischen Grenzwertdefinition:

(#n),en konvergiert gegen (3.10)

& VeeRT VneN:d(z,,z,) <¢ (3.11)

-~

lim zp~R< x4
n— o0 -
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& Ve € R @ 1, ist e-ungefihrer Grenzwert von (z,) (3.12)

neN

Obige Aquivalenz zeigt, dass jede klassisch konvergente Folge fiir jedes ¢ € RT auch
e-ungefihr konvergent ist. Aus e-ungefihrer Konvergenz fiir ein ¢ € R* kann jedoch noch

nicht auf klassische Konvergenz geschlossen werden. So ist lim (—1)" - 2 ~<5 0, obwohl
n—o0 -

((=1)" - 2), ey klassisch divergiert Jedoch ist diese e-ungefihre Konvergenz abhingig von
e, weil beispielsweise lim (—1)" -2 %<, 0 ist.
n—oo -

Wie wir spéter sehen werden, folgt aus e-ungefihrer Konvergenz fiir jedes ¢ € R in
vollstindigen Riumen auch klassische Konvergenz (in obiger Aquivalenz ist nur von einer
e-ungefihren Konvergenz fiir alle ¢ € RY gegen einen fir alle ¢ festen Grenzwert x, die
Rede).

Anders als bei der klassischen Konvergenz ist der e-ungefdhre Grenzwert nicht eindeutig
bestimmt. So ist lim (—1)" &<, 0 und lim (—1)" ~<, 3. Jedoch ist der e-ungefihre

n— oo . n—oo
Grenzwert 2e-ungefdhr genau bestimmt:

Satz 3.2 (2c-ungefihre Bestimmung des e-ungefihren Grenzwerts). Sei (z,),oy €in €-
ungefihr konvergente Folge eines metrischen Raums. Zwei e-ungefihre Grenzwerte 1 und
Zo dieser Folge sind 2e-ungefihr gleich zueinander, also 21 =<9 Ts.

Bewess.
(lim Ty . 5;1> A <lim T e @2) (3.13)
n—00 - n—o00 -
= (‘é’nEN:xn z§5i1> A <9n€N::pn zga@) (3.14)

| Konjunktionseigenschaft von Vn € N (Satz
= VneN: (2, e 1 ATy Ao &) (3.15)

| schwache Transitivitéitseigenschaft von ~<. (Satz

= Vn eN: Zi’l N<2e 5/’2 (316)
= I <o To (317)
0

Bemerkung. Obiger Satz lasst sich nicht schirfer formulieren, wie du am Beispiel der kon-
stanten Folge (0), .y in R erkennen kannst. Es sind némlich —1 und 1 zwei 1-ungeféhre
Grenzwerte dieser Folge (0), .y, die den Abstand 2 voneinander besitzen.

3.1.3 c-ungefihre Grenzwertmenge

Die Tatsache, dass e-ungefihre Grenzwerte nicht mehr eindeutig bestimmt sind, motiviert
die folgende Definition der e-ungefdhren Grenzwertmenge:
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Definition 3.4 (e-ungefihre Grenzwertmenge). Sei (z,,), .y eine Folge eines metrischen
Raums (X,d). Die e-ungefihre Grenzwertmenge G<. ((z,),cy) ist die Menge aller e-

ungefihrer Grenzwerte von (z,), oy

Gee ((#n)pey) = {y € X: li_>m Ty, A< y} = {y € X )Vn eEN:x, =<, y} (3.18)

Die e-ungefihre Grenzwertmenge ist damit die Menge all derjenigen Punkte, die in
fast allen abgeschlossenen Béllen B<. (z,) = {y € X : d(z,,y) < €} der Folgenglieder x,
enthalten sind. Die e-ungefihre Grenzwertmenge ist somit der Limes inferior dieser abge-
schlossenen Biille:

GSE <(x")neN> = U

n—

oo
n—00
=1

( ﬁ B<. ($m)> = liminf B<. (z,) (3.19)

Beispiel 3.1. Hier sind einige Beispiele fiir e-ungefidhre Grenzwertmengen in R mit der
Standardmetrik:

n=1 \m=n

- e 2 22 595 04
n=1

- ] - & 6[

Die obigen Beispiele zeigen, dass e-ungefihre Grenzwertmengen im Allgemeinen weder
offen noch abgeschlossen sind.

Jedoch wissen wir nach dem Satz {iber die 2e-ungefihre Bestimmung des e-ungefdhren
Grenzwerts (Satz , dass die e-ungefidhre Grenzwertmenge beschrinkt mit einem Durch-
messer kleiner gleich 2¢ ist:

d(z,y) <2
diam G<. ((zn),,cn) = sup {d(z,y) : 7,y € G<. ((Tn),en) } y§ 2e (3.20)

Dass im Allgemeinen nicht besser abgeschitzt werden kann, siehst du an der obigen
Beispielmenge G<. ((0),,.y) = [—¢, ], die den Durchmesser 2¢ besitzt.
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Doch wie sieht es mit den anderen topologischen Eigenschaften aus? Untersuchen wir
zundchst die Grenzwertmenge auf Zusammenhang. Ist die Grenzwertmenge immer zusam-
menhingend? Welche Voraussetzungen muss der zugrunde liegende Raum erfiillen, damit
die Grenzwertmenge zusammenhdngend ist?

Die Antwort ist erst einmal negativer Natur: Es lassen sich leicht Beispiele fiir nicht
zusammenhéngende Grenzwertmengen finden. Hierzu kannst du dir die Grenzwertmenge
konstanter Folgen anschauen. Ist ndmlich (x,), .y = (70),,cy konstant, so ist

Ge: ((x0)nen) = U (ﬂ B<a(9€0)> = | B<: (z0) = B<< (20) (3.21)

Die Grenzwertmenge ist also gleich dem abgeschlossenen Ball um zy mit Radius €. Es
gibt aber Beispiele unzusammenhéngender, abgeschlossener Bille B< (), auch wenn die
Grundmenge zusammenhéngend ist, wie folgende zwei Abbildungen zeigen:

zusammenhangender
Raum

Punkt x des Raums

Abbildung 3.1: Ein zusammenhéngender Raum

zusammenhangender
Raum

abgeschlossener
€-Ball um den Punkt x

Abbildung 3.2: Obiger Raum mit nicht zusammenhéngendem e-Ball

Vielleicht hast du auch das Gefiihl, dass die Grenzwertmenge im R" mit der Standard-
metrik der euklidischen Norm immer zusammenhdngend sein sollte. Doch was sind die
notwendigen und hinreichenden Eigenschaften, die wir zum Beweis eines solchen Satzes
benotigen?
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Wie sich nach einiger Zeit des Nachdenkens und dem Betrachten einiger Beispiele her-
ausgestellt hat, ist es die Konvexitit der Grundmenge und der Metrik:

Satz 3.3 (Konvexitit der Grenzwertmenge in konvexen Rdumen). Sei (X, d) ein konvezer
Teilraum eines reellen oder komplexen Vektorraums mit einer konvexen Metrikfunktion d.
Jede e-ungefihre Grenzwertmenge G<. ((x,),cy) €iner aus X stammenden Folge (z,,)
st konvex.

neN

Beweis. Seien g; und g, zwei beliebige e-ungefihre Grenzwerte der Folge (x,), .. Sei
aufserdem A eine beliebige reelle Zahl aus dem Intervall [0, 1]. Es ist:
| Konjunktionseigenschaft von Vn € N (Satz
= ‘v’n eN: ($n N<e 01 AN N<e 92) (323)
= Vn eN: (d(z,,g1) < e Ad(zn, g) <€) (3.24)
= VneN: d(zp,A-g1+(1—N)-g2) (3.25)
d ist konvex
~ Ad<$nvgl)+(]‘_)\)d(xn792)
< Ae+(1=X)-e=¢
=VneN:z,mc. A-gi+ (1 =X -g (3.26)
= lima, =< A1+ (1—=X) g9 (3.27)
n—oo
O

Insbesondere ist obiger Satz fiir jeden konvexen Teilraum eines normierten Vektorraums
erfiillt, weil die durch eine Norm induzierte Metrik konvex ist. Zum Beweis sei hierzu x, y
und z beliebige Punkte des normierten Raums und A € [0, 1] beliebig. Es ist:

=X lz =yl + (1 =A) - flz — 2]
=X-d(z,y)+ (1= X\)-d(z,2)

dz N y+ (1= 2)=[lz = A-y+ (1= -2)| (3.28)
= Az + (A=A -2)—A-y+ (1N 2) (3.29)

=[x =A-y) + (1 =A) -2 = (1=A)-2)]| (3.30)

<Az =A-yl+ A=A 2= (1 =A) 2] (3.31)

(3.32)

(3-33)
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3.1.4 Zusammenhang c-ungefahre Konvergenz und Beschrinkt-
heit einer Folge

Es kann folgender Satz der klassischen Analysis auch fiir e-ungefihre Konvergenz bewiesen
werden:

Satz 3.4 (Beschrinktheit e-ungefihr konvergenter Folgen). Jede e-ungefihr konvergente
Folge (1), oy eines metrischen Raums (X, d) ist beschrinkt.

Beweis. Sei x4 ein e-ungefidhrer Grenzwert der Folge (,,),,cy- Sei N € N, so dass z, <. z,
fiir alle natiirlichen Zahlen n > N ist. Damit ist d(x,,zn) < d(z,,z,) + d(zg,2n5) < 2¢
fiir alle n € N> y. Sei auferdem M = max {d(xg,zn) : k € NAk < N}. Dieses Maximum
existiert, weil die Menge {d(zy,zy) : k € NA Kk < N} endlich ist. Es ist dann fiir allen € N
die Ungleichung d(z,,zx) < max{M, 2e} erfiillt. Fiir alle n,m € N gilt nun:

d(zp, Tm) < d(Tn, zy) +d(zn, ) < 2 -max{M,2:} < 0o (3.34)

Aus obiger Ungleichung folgt, dass (x,), .y beschrankt ist. O

neN
Auch eine gewisse Umkehrung des obigen Satzes ist erfiillt:
Satz 3.5 (c-ungefihre Konvergenz beschrinkter Folgen). Sei (z,),.y eine beschrinkte

Folge eines metrischen Rawms. Dann gibt es mindestens ein ¢ € Ry, so dass (xy),cn
e-ungefahr konvergent ist.

Bewezs.
(Tn)pen ist beschrankt (3.35)
= IMe RiVn,m € N:d(zy,xpy) < M (3.36)
= VmeNVneN:z, X<y Tm (3.37)
= Vm e N: nh—{ilo Tp < M T (3.38)
= (Tn),ey ist e-ungefihr konvergent (3.39)
[

3.1.5 Zusammenhang zwischen c-ungefihrer und klassischer Kon-
vergenz
Oben haben wir bereits gesehen, dass aus klassischer Konvergenz e-ungefdhre Konvergenz

fiir jedes ¢ € RT folgt. Dass fiir vollstindige metrische Riume auch die Umkehrung gilt,
werde ich im néchsten Satz beweisen:
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Satz 3.6. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und (x,), oy eine Folge aus diesem
Raum. Wenn (x,), oy fiir jedes ¢ € RT e-ungefihr konvergent ist, konvergiert es auch
klassisch.

Lisungsweg. Um den Grenzwert der Folge (x,),.y zu finden, bilde ich fiir eine Nullfolge
(m),nen die Folge der Grenzwertmengen Ge.,, ((zn),,cy). die nach dem Monotoniesatz
fiir die Abstandsrelation eine monoton fallende Folge von Mengen ist:

G§61 ((x”)nEN) = Gssz ((xn)n€N> = GSES ((xn)neN) 2. (3~40)

Im Schnitt all dieser Grenzwertmengen sollte dann der Grenzwert der Folge (z,),cy
sein. Dieses Vorgehen ist dhnlich dem Intervallschachtelungsprinzip (welches die Vollstén-
digkeit des zugrunde liegenden Raums voraussetzt). Beachte aber, dass nicht alle Men-
gen Ge. ((In>nEN) abgeschlossen sein miissen, weswegen das Intervallschachtelungsprinzip
nicht direkt angewandt werden kann.

Deswegen werde ich aus jeder Grenzwertmenge einen beliebigen Punkt auswéhlen. Die
Folge dieser Punkte sollte dann eine Cauchyfolge sein. Weil der Grundraum vollstandig
ist, konvergiert diese Cauchyfolge und deren Grenzwert sollte dann auch Grenzwert der
urspriinglichen Folge (,,),,oy sein.

27 ™-ungefdhr konvergent, so dass es fiir jedes m € N
die Folge dieser 27 "-ungefihren

Beweis. Fiir alle m € N ist (2,,),,cy
einen 2~ "-ungefihren Grenzwert g,, gibt. Sei (g,,)
Grenzwerte.

meN

Behauptung: (gm),,cy ist eine Cauchyfolge.

Seien k und [ zwei beliebige natiirliche Zahlen mit k& > I. Weil g;, als 2 "-ungefiihrer
Grenzwert auch ein 2 -ungefihrer Grenzwert ist (Satz und weil e-ungefdhre Grenz-
werte 2e-ungefdhr bestimmt sind (Satz , ist d(gr, g) < 227" = 2" Es gilt also fiir
alle N e N

Vi, 1 eN:[(k>N)A(l>N)= (d(gy, g) < 2"k < 217N (3.41)

Wegen Nlim 217N — 0 ist (9m)men eine Cauchyfolge. Weil der zugrunde liegende Raum
— 00

vollsténdig ist, ist die Folge (g.,)

men konvergent. Sei g := n%gréo G-

Behauptung: g ist Grenzwert der Folge (2,,),,cn-

V&ERJ“:[
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<lim Q_m:O)/\<lim gm:g>
m—00 m—r00
= 3 eN'<<2*m<§>/\<d( )<5>>
S 2 Jm:9) = 5
J lim x, "co-m g
n—0o0 -

:>9n€N:xn R<o-m Om

= VneN:d(@, gn) <27™ <g
= Vn € N: d(zy,9) < d(2n, gn) + d(gm. 9)
< ° + - €
2 2
= g ist Grenzwert von (z,,),,cx (3.42)
= (¥n),ey ist konvergent (3.43)
]

Damit konnen klassisch konvergente Folgen als genau diejenigen Folgen beschrieben
werden, die fiir alle e € R e-ungefiihr konvergieren.

Bemerkung. Die fast iiberall konstanten Folgen sind genau diejenigen Folgen, die O-ungefahr
konvergieren.

3.2 e-ungefihre Cauchyfolgen

3.2.1 Zweistelliger Fast-Alle-Quantor

Um iiber Cauchyfolgen zu sprechen, bietet es sich an, den Fast-Alle-Quantor (Definiti-
on zu einen zweistelligen Quantor zu verallgemeinern. Denn eine klassische Cauchy-
folge ist eine Folge, bei der fiir alle ¢ € R™ fast alle x, und x,, einen Abstand kleiner ¢
besitzen, bei der also fiir alle ¢ € R* ein N € N mit d(z,,z,) < ¢ fiir alle natiirlichen
Zahlen n,m > N existiert. Zur kompakten Notation des Satzfragments fiir fast alle n und
m fiithre ich die abkiirzende Schreibweise Vn, m € N ein:

Definition 3.5 (Zweistelliger Fast-Alle-Quantor). Eine Aussage Vn,m € N : A(n,m) ist
genau dann wahr, wenn es ein N € N gibt, so dass die Aussageform A(n,m) fiir alle
n,m € N mit n > N und m > N erfiillt ist. Vn,m € N : A(n,m) bedeutet also ,Fiir fast
alle n,m € N ist A(n,m) wahr“. Es ist somit:

VYn,m e N: A(n,m) = 3IN e NVn,meN(n>NAm>N = A(n,m)) (3.44)
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Bemerkung. Beachte, dass Vn,m € N : A(n,m) ¢ ¥n € N¥m € N : A(n,m) ist. So ist
fiir alle n € N die Aussage Vm € N : n < m wahr und somit Vn € NVm € N:n < m
erfiillt. Jedoch ist Vn,m € N : n < m eine falsche Aussage, weil fiir alle N € N die Aussage
N < N falsch ist.

Wie fiir den einstelligen Fast-Alle-Quantor ist auch fiir den zweistelligen Fast-Alle-
Quantor die Konjunktionseigenschaft erfiillt (siehe Satz :

Satz 3.7 (Konjungktionseigenschaft des zweistelligen Fast-Alle-Quantors). Seien A(n,m)
und B(n,m) Aussageformen in den freien Variablen n und m. Es ist:
<9n,m eN: A(n,m)) A (Vn,m eN: B(n,m))
= VYn,m € N: (A(n,m) A B(n,m)) (3.45)
Beweis.
(971, m e N: A(n,m)> A (Vn,m € N: B(n, m)) (3.46)
= <d3fNA eNVa,meN:(n>NsAm> Ny = A(n,m)))

A (dHfNB e NVn,meN: (n> Ny Am> Ng = B(n, m))) (3.47)

= Vn,m e N: (n > max{Na, Ng} Am > max{N4, Ng} (3.48)

= A(n,m) A B(n,m))

= INeNVa,meN:(n>NAm>N = A(n,m) A B(n,m)) (3.49)
= Vn,m e N: (A(n,m) A B(n,m)) (3.50)
[

In dieser Bachelorarbeit werde ich auch auf folgende Eigenschaft des zweistelligen Fast-
Alle-Quantors zuriick greifen:

Satz 3.8 (Erhohungssatz der Stelligkeit fiir den Fast-Alle-Quantor). Sei A(n) eine Aus-
sageform mit der freien Variablen n. Es ist:

¥n e N: A(n) = V¥n,m € N: (A(n) A A(m)) (3.51)
Bewess.

Vn € N: A(n) (3.52)
= dEIfN eNVneN: (n>N= A(n)) (3.53)
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= (WneN:(n>N=An))A(VmeN:(m>N= A(m))) (3.54)
=VnmeN:(n>NAm>N = A(n) A A(m)) (3.55)
= Vn,m e N: (A(n) A A(m)) (3.56)

[

3.2.2 Definition e-ungefahre Cauchyfolge

Analog zur Definition der e-ungefahr konvergenten Folge lasst sich die Definition der e-
ungefihren Cauchyfolge formulieren:

Definition 3.6 (c-ungefihre Cauchyfolge). Eine Folge (1,,),.y eines metrisches Raums
(X,d) heikt e-ungefihre Cauchyfolge, wenn Yn,m € N : z, ~<. x,,, wenn es also ein
N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n,m > N die Relation z,, ~<. z,, erfillt
ist.

Auch diese Definition ist bereits in der klassischen Definition der Cauchyfolge enthalten:

(77,),en ist eine Cauchyfolge (3.57)
& Ve e RTYn,m e N:d(z,, z,) < € (3.58)
& Ve € RT 1 (), ist eine e-ungefihre Cauchyfolge (3.59)

3.2.3 Zusammenhang c-ungefahre Cauchyfolge und cs-ungefihre
Konvergenz

In der klassischen Analysis ist jede konvergente Folge eine Cauchyfolge und fiir vollstdndige
Raume gilt auch die Umkehrung. Wie sieht nun der Zusammenhang zwischen e-ungefahrer
Konvergenz und e-ungefihrer Cauchyfolge aus?

Der folgende Satz beweist, dass jede s-ungefdhr konvergente Folge eine 2c-ungeféhre
Cauchyfolge ist:

Satz 3.9. Jede c-ungefihr konvergente Folge eines metrischen Raums (X,d) ist eine 2e-
ungefihre Cauchyfolge.

Bewezs.
(#n),en e-ungefihr konvergent (3.60)
= 1, € XVneN:z, ~. z, (3.61)

| Erhéhungssatz fiir Stelligkeit (Satz
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= Vn,m € N: (7, Rce Ty A Ty R<e Ty) (3.62)

| schwache Transitivititseigenschaft (Satz

= Vn,meN: 1, Ko T (3.63)
= (Tn),ey ist 2e-ungefdhre Cauchyfolge (3.64)
]

Dass obiger Satz nicht schérfer formuliert werden kann, siehst du an der Folge ((—1)"),, oy
aus R mit Standardmetrik. Diese Folge ist 1-ungefihr konvergent gegen 0, aber fiir alle re-
ellen Zahlen 0 < e < 1 ist die Folge keine 2e-ungefidhre Cauchyfolge.

In allen metrischen Rdumen lasst sich folgende Variante der Umkehrung beweisen:

Satz 3.10. Jede c-ungefihre Cauchyfolge eines metrischen Raums ist e-ungefihr konver-

gent.
Beweis.
(Tn),ey ist eine e-ungefihre Cauchyfolge (3.65)
= Vn,meN:z, ~c. 1z, (3.66)
édzlfNENVn,meN:(nZN/\mZN:xn%SEmm) (3.67)

| Wihle m = N

=VneN:(n>N=uz,~.2n) (3.68)

=VneN:z, ~. zy (3.69)

= lim x, ~<. Ty (3.70)
n—o0

= (Tn),ey ist e-ungefihr konvergent (3.71)

]

Damit folgt fiir e-ungefihre Cauchyfolgen, dass diese §-ungefdhr konvergente Folgen
sind, und umgekehrt, wobei ¢ und ¢ jeweils von der anderen Groke abhéngen (je nach-
dem, welche Implikationsrichtung man gerade betrachtet). Dies beweist direkt, dass jede
e-ungefihre Cauchyfolge beschriankt ist:

Satz 3.11 (Beschrianktheit e-ungefahrer Cauchyfolgen). Jede e-ungefihre Cauchyfolge ist
beschrinkt.

Beweis. Nach obigen Satz ist jede e-ungefihre Cauchyfolge auch e-ungefihr konver-
gent und damit nach dem Satz iiber die Beschrinktheit e-ungefdhr konvergenter Folgen
(Satz beschrankt. O
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3.3 c-ungefihre Variante des Vollstandigkeitsaxiom in R
mit Standardmetrik

In diesem Abschnitt betrachte ich als Grundmenge die Menge der reellen Zahlen mit
der durch die Betragsnorm induzierten Standardmetrik. Nach der Definition der e-
ungefdhren Cauchyfolge liegen fast alle Folgenglieder einer 2e-ungefidhren Cauchyfolge in
einem abgeschlossenen Intervall der Linge 2¢. Der Mittelpunkt dieses Intervalls ist dann
ein Punkt, dessen Abstand zu allen anderen Punkten des Intervalls und damit zu fast allen
Folgengliedern kleiner gleich ¢ ist. Somit ist dieser Mittelpunkt e-ungefihrer Grenzwert der
Folge und die Folge e-ungefiihr konvergent. Diese Uberlegung fiihrt zu folgenden Satz:

Satz 3.12 (e-ungefihre Variante des Vollstiandigkeitsaxiom fiir R). In der Menge der
reellen Zahlen R mit der Standardmetrik ist jede beziglich ~<. 2e-ungefihre Cauchyfolge
e-ungefihr konvergent beziiglich ~<..

Beweis. Sei (,,),,cy eine 2e-ungefihre Cauchyfolge reeller Zahlen. Es gibt dann ein N €
N mit x, ~<g. @, fiir alle natiirlichen Zahlen n,m > N. Da nach Satz B.11] (z,),cy
beschréinkt ist, existiert das Supremum S := sup{z, : n € N>y} und das Infimum I :=
inf{xz, : n € N>y}. Die Linge des Intervalls [S, I] ist 2¢:

S>1

S—11 "= S-1
= sup{z,:n € Nsy}—inf{z, :n € N>y}
| —sup(M) = sup(— M)
= sup{x,:n € Nsy} +sup{—x,:n € Noy}
| sup(A) +sup(B) =sup{z+y:2 € Any € B}
= sup{xn;:cm :n,m € Nxy}

< 2

Sei g := 5 - (S + I) der Mittelpunkt des Supremums S und des Infimums I. Sei n eine
beliebige natiirliche Zahl grofer gleich N. Nach Definition von S und [ ist I <z, < S. Es
ist

I—g<z,—g<S—yg (3.72)
= —e¢<x,—¢g<e¢ (3.73)
= |z, — gl <e (3.74)

Damit ist x,, ~<. ¢ fiir alle n € N> und somit g ein e-ungefihrer Grenzwert der Folge
(Tn) pen- O
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Bemerkung. Obiger Satz gilt nur fiir die Kleiner-Gleich-Abstandsrelation ~<. und nicht fiir
die Kleiner-Abstandsrelation ~_.. Nehme zum Beispiel die Folge mit den Folgengliedern

L1425, 14275 -1427% 1, -14+274 1, -1+27% ..

Diese Folge ist eine 2-ungefihre Cauchyfolge beziiglich ~_5, weil alle Folgenglieder
im Intervall | — 1, 1] liegen. Sie ist aber nicht 1-ungefihr konvergent beziiglich ~_;. Sei
namlich z, ein 1-ungefdhrer Grenzwert der Folge. Weil unendlich viele Folgenglieder 1 sind
und fast alle Folgenglieder von z, den Abstand kleiner 1 besitzen, muss z, > 0 sein. Da
aber die Folge —1 als Hiufungspunkte besitzt, gibt es unendlich viele Folgenglieder kleiner
als —1 + x,. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass x, zu fast allen Folgegliedern den
Abstand kleiner 1 besitzt.

Im Beweis zum obigen Satz bilden wir das Supremum und das Infimum einer beschréank-
ten Menge und nutzen so das Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen. Dass das Voll-
stindigkeitaxiom zur Beweisfiihrung notwendig ist, deutet folgendes Gegenbeispiel aus der
Grundmenge der rationalen Zahlen QQ an:

Beispiel 3.2. Sei (v,), .y eine rationale Folge aus dem Intervall ]v2 — 1,v/2 + 1], die gegen
V241 konvergiert. Die Folge <\/§ + (=" (z, — \/5)) ist eine 2e-ungeféhre Cauchy-
neN

folge, weil sie komplett im Intervall ]v/2 — 1,v/2 + 1] liegt. Jedoch besitzt die Folge die
Zahlen v2 — 1 und v2 + 1 als Hiufungspunkte, so dass der einzige 1-ungefiihre Grenzwert
dieser Folge die Zahl V2 sein kann. Da aber V2 ¢ Q ist, ist die Folge nicht 1-ungefihr
konvergent in Q.

Dass das Vollstandigkeitsaxiom nicht nur hinreichend sondern auch notwendig fiir die
Beweisfiihrung ist, werde ich im folgenden Satz beweisen:

Satz 3.13. Die e-ungefihre Variante des Vollstindigkeitsaxiom ist dquivalent zum klassi-
schen Vollstindigkeitsaxiom. Es gilt also:

Ve e Ry : ((xn)neN ist 2e-ungefihre Cauchyfolge = (), ist e-ungefihr kom)ergent)
<~

Jede Cauchyfolge reeller Zahlen konvergiert

Bemerkung. Dieser Satz gilt nur fiir die Kleiner-Gleich-Abstandsrelation ~< ., wie ich beim
vorherigen Satz bereits angemerkt habe.

Lésungsweg. Die erste Implikationsrichtung habe ich bereits im Satz bewiesen. Die
andere Implikationsrichtung werde ich durch Kontraposition beweisen. Ich gehe also davon
aus, dass in R das Vollstandigkeitsaxiom nicht erfiillt ist und beweise aus dieser Annahme,
dass dann die e-ungefédhre Variante des Vollstdndigkeitsaxioms falsch ist. Sei also (), oy
eine divergierende Cauchyfolge reeller Zahlen. Mit dieser Folge will ich nun beweisen, dass
es eine 2e-ungefihre Cauchyfolge gibt, die nicht e-ungefdhr konvergiert.
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Hierzu orientiere ich mich am obigen Beispiel Stell dir vor, & wire die ,Liicke” in
R, gegen die (z,,), .y konvergiert. Wenn ich eine Folge konstruieren kann, die zum einen
fast immer im Intervall [ — 1,Z + 1] liegt und die zum anderen Z — 1 und ¥ + 1 als
Haufungspunkte besitzt, dann ist diese Folge eine 2-ungefahre Cauchyfolge, die 1-ungefihr
divergiert.

Das Problem ist aber, dass & nach Voraussetzung nicht in R existiert und ich es somit
nicht im Beweis verwenden kann. Was tun?

Ich kann eine neue Folge bilden, indem ich den Folgengliedern x, abwechselnd Fol-
genglieder einer gegen 1 konvergenten Folge hinzuaddiere und abziehe. Die Ergebnisfolge
sollte bei geeigneter Wahl der gegen 1 konvergenten Folge obigen Anforderungen geniigen.
Sei also (hy),cy eine nicht negative Nullfolge. Ich bilde eine neue Folge (y,), oy mit den
Folgengliedern:

Es ist also y,, :== z,, + (=1)" - (1 — h,). Welche Eigenschaften muss h,, erfiillen?

Zunéchst miissen fast alle Paare von Folgegliedern v, und y,, einen Abstand kleiner
gleich 2 besitzen. Schauen wir uns an, wann dies der Fall ist (im Folgenden ist [n]y die
Restklassenmenge vom Représentanten n € Z in Z/27):

Yn = Y| = [(xn + (=1)" - (1 = hn)) = (@ + (=1)" - (1 = hin))| (3.75)
hpy — hy, ;n, m gerade
— (2 — 2) + h, — hp, ;n, m ungerade (3.76)

2 —hy, — h,, ;n gerade und m ungerade
hy + hy — 2 ;n ungerade und m gerade

<l|x, — zm 3.77
<l ol +{ Jy 0 i (377)
l unter der Annahme h, <1Ah,, <1
’xn_xm‘+|hn_hm| a[nb = [m]Q } !
— <2 3.78
{ 2+ |-Tn - xm| - (hn + hm) ) [nb [m]2 o ( )

Der letzte Ausdruck in geschweiften Klammern soll kleiner gleich 2 sein. Dies ist erfiillt,
wenn fiir fast alle n, m € N folgende Bedingungen gelten (Die Annahme h, < 1und h,, <1
wurde bereits in der Gleichungsumformung verwendet):

(a) hp <1Ah, <1
(b) [hp — hy| <1

(€) |zn — 2| <1
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(d) |zn — 2| < hp + By

Die erste und die zweite Bedingung ist bereits dann erfiillt, wenn (h,),, . eine Nullfolge
ist. Die dritte Bedingung ergibt sich aus der Voraussetzung, dass (x,), .y eine Cauchyfolge
ist. Nur die vierte Bedingung macht noch Schwierigkeiten und es muss (hy),, oy geschickt
definiert werden.

Nach einiger Zeit des Nachdenkens bin ich auf folgende Losung gekommen:

(hn)neN = (Sup{‘xk - xl’ : k>l € Nzn})neN (379)

Beweis. Wegen Satz ist nur noch zu beweisen, dass aus der e-ungefdhren Variante des
Vollstandigkeitsaxioms das Vollstdndigkeitsaxiom der reellen Zahlen folgt. Dies beweise ich
durch Kontraposition. Sei hierzu (), .\ eine Cauchyfolge von reellen Zahlen, die in R nicht
konvergiert. Sei weiterhin die Folge (h,,),, o definiert durch h, := sup{|z;—x;| : k,1 € N>, }.
Die Suprema existieren, weil (z,,), . als Cauchyfolge beschrénkt ist. Auferdem folgt direkt
aus der Definition, dass (hy), .y eine nicht negative Folge reeller Zahlen ist.

Behauptung: (hy),,cy ist eine nicht negative Nullfolge.

(75,),,en ist eine Cauchyfolge (3.80)
= Ve € Rt :[

IN e NVk, 1 € Noy : |zp — ] < ©
def - 2

= Vn € Ns y: |hn| = sup{|:1:k — {L‘l| : k’,l € N>n} < E <e€ (381)
= —_—— = 2
<3
= (hn),ey ist eine Nullfolge (3.82)
Aufgrund der Definition von (h,,),,cy ist fiir alle n,m € N:
|zy, — @p| < sup{|ay — x| : k,1 € N5, } +sup{|ap — 4] - k1 € N5} (3.83)
= hy, + hp, (3.84)

Somit ist fiir alle Indizes n und m die Ungleichung |z, — x,,| — hy, — hyy, < 0 erfiillt. Sei
nun die Folge (y,),,cy definiert durch y, 1=z, + (=1)"(1 — h,,).

Behauptung: (yn),,cy ist eine 2-ungefihre Cauchyfolge.

Wihle N € N so hinreichend grofs, dass fiir alle n,m € N y folgende Bedingungen
gelten:
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(a) h, <1Ah, <1
(b) |hn — hm| <1
(€) |zn —zm| <1

N existiert, weil (x,),.y eine Cauchyfolge und (hy), oy eine Nullfolge ist. Seien nun
n,m € Nmit n > N und m > N beliebig. Es ist:

Yo = Ym| = (@0 + (=1)" - (1 = hy)) = (@ + (=1)" - (1 = hin))| (3.85)
hpy — hy, ;n, m gerade
— (2 — ) + hy, — hom ;n, m ungerade (3.86)

2 —hy, — h,, ;n gerade und m ungerade
hy + hy — 2 ;n ungerade und m gerade

—x |on = o s [n)e = [ms
=l { 2 = hy = hin| 3 [nl2 # [M)2 } (3.87)
i L (1] = [m]
B { 24 |2n — Tim| — (h + i) 5 [n]2 # (]2 } (3.88)
=2 (3.89)

Damit ist (y,),cy €ine 2-ungefihre Cauchyfolge.
Behauptung: (yy),,cy ist keine 1-ungefihr konvergente Folge.

Widerspruchsbeweis: Nehmen wir an, die Folge (yn),cy besitzt einen 1-ungefihren
Grenzwert y,. Dann gibt es ein Ny € N mit y,, =<1 vy, also |y, —y,| < 1 fiir alle n € N>y,
Fiir alle geraden Zahlen 2n grofer gleich Ny gilt

Yon — Yy S 1
= Top+1—hoy—y, <1 (3.90)
= Ton —Yg < han

und fiir alle ungeraden Zahlen 2n + 1 grofer gleich V; ist

Yont1 — Yy = —1
= Tont1 — L+ hoppn —y, > —1 (3.91)
= Tong1 — Yg = —hany

Sei nun € € R" beliebig. Sei N, € N, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen & > N, die
Ungleichung |hy| < § erfiillt ist. Ny existiert, weil (hy,), o eine Nullfolge ist. Auerdem exis-
tiert ein N3 € N, so dass |v, —x;| < § fiir alle k,l € Ny, ist. Wéhle N := max{Ni, Na, Ns}.
Fiir alle geraden natiirlichen Zahlen 2n mit 2n > N ist:
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5
€ > hop 2 Ton — Yg = Tony1 — Yg + Ton — Topy1 > —hopy1 —5 > —¢ (3.92)
N —~ 2N —~ T ———— 2
> —hont1 >_§ > —%

und damit |za, — y,| < e. Auberdem ist fiir alle ungeraden Zahlen 2n + 1 mit 2n+1 > N:

€
—& < —hopi1 < Topg1 — Yg = Tons2 — Yg + Tong1 — Tongz < hopyo +- <€ (3.93)
~ / . ~~ N’ 2
<hani2 <% <%

und somit |z2,+1—y,| < €. Insgesamt ist also |z,,—y,| < ¢ fiir alle natiirlichen Zahlen n >
N, was beweist, dass y, Grenzwert der Folge (z,), oy ist. Dies steht aber im Widerspruch
dazu, dass (7,), .y nach Voraussetzung divergiert. O

Der gerade bewiesene Satz ist sehr interessant. Er zeigt, dass in der klassischen Analysis
das Vollstandigkeitsaxiom durch seine e-ungefdhre Variante ersetzt werden kann, weil beide
Aussagen dquivalent zueinander sind. Dieses Ergebnis ldsst mich hoffen, dass es fiir alle
Axiome der klassischen Analysis eine zu ihnen dquivalente e-ungefihre Variante gibt. So
konnte man die Grundlage einer neuen Analysis schaffen.

Bemerkung. Mein Freund Dirk Kretschmann hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass
obiger Satz nicht auf héherdimensionale euklidische Rdume verallgemeinert werden kann.
Stelle dir im R? fiir ein beliebiges ¢ € R™ ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge
2e vor. Nehme nun eine Folge (x,),, .y, die alternierend die Ecken des Dreiecks durchlauft.
Diese Folge ist eine 2c-ungefihre Cauchyfolge. Jedoch ist diese Folge nur %\/gg—ungeféihr
konvergent, weil der Mittelpunkt des Dreiecks zu den Eckpunkten einen Abstand %\/ge

besitzt[3]. Wegen %\/5 = 1.154... > 1 ist (2y),y nicht e-ungefihr konvergent.

3.4 e-ungefihre Haufungspunkte

3.4.1 Der Unendlich-Viele-Quantor

Wie in den vorherigen Abschnitten fiihre ich auch in diesem eine neue abkiirzende Schreib-
weise ein. Diesmal soll sie fiir die Aussage ,Fiir unendlich viele n € N ist A(n)“ stehen:

Definition 3.7 (Unendlich-Viele-Quantor). Eine Aussage ¥n € N : A(n) ist genau dann
wahr, wenn es unendlich viele n € N gibt, so dass die Aussageform A(n) erfiillt ist. Vn €
N : A(n) bedeutet also ,Fiir unendlich viele n € N ist A(n) erfiillt“. Es ist somit:

VneN:An) VN eN3IneN: (n>NAAn) (3.94)
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Ich werde die Eigenschaften des Unendlich-Viele-Quantors nicht untersuchen, da ich
diesen kaum benutzen werde. Ich will aber anmerken, dass der Unendlich-Viele-Quantor
nicht die Konjunktionseigenschaft (Satz ) des Fast-Alle-Quantors teilt. So ist Vn € N :
(n gerade) und Vn € N : (n ungerade), aber die Aussage Vn € N : (n gerade A n ungerade)
ist falsch.

3.4.2 Definition des c-ungefahren Hiaufungspunkts
Auch eine Definition des e-ungefihren Haufungspunkts gibt es:

Definition 3.8 (c-ungefihrer Hiufungspunkt). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Punkt
h € X heilst e-ungefihrer Hiufungspunkt einer aus X stammenden Folge (z,,),cy, Wenn
fiir unendlich viele Folgenglieder z,, die Relation x,, ~<. h erfiillt ist, wenn also Vn € N :

Tn R<e h.

Aus der Definition folgt direkt, dass h genau dann ein e-ungefiahrer Haufungspunkt von
(#5) ey ist, wenn eine Teilfolge von (x,), .y e-ungefdhr gegen h konvergiert. Aukerdem ist
auch diese Definition direkt der klassischen Definition abgeleitet:

h ist Haufungspunkt von (), (3.95)
s VeeRTVneN: z, € Bo.(h) (3.96)
& Ve € RY : b ist e-ungefihrer Haufungspunkt von h (3.97)

3.4.3 Satz von Bolzano-Weierstrafs
Ich werde nun die e-ungefdhre Variante des Satzes von Bolzano-Weierstrafs beweisen.

Satz 3.14 (c-ungefdhre Variante des Satzes von Bolzano-Weierstrak). Jede Folge (x,),cn
eines kompakten Raums (X, d) besitzt fiir jedes € € R einen e-ungefihren Hiufungspunkt.

Bemerkung. Aus dem obigen Satz folgt direkt, dass jede beschriankte Folge (,,), .y eines
endlich dimensionalen und normierten Vektorraums iiber C oder R fiir alle ¢ € R einen
e-ungefihren Hiaufungspunkt besitzt, weil der Abschluss der Menge {xz,, : n € N} kompakt
ist (Satz von Heine-Borel[9][14] Seite 30, Satz 5]).

Beweis. U B.. () ist eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es endlich
rzeX

viele Punkte Z; bis Z,,, so dass X C U B.. (%) ist. Da die Folge (z,), oy unendlich
k=1
viele Folgenglieder besitzt und es nur endlich viele offene Bille B_. (%) gibt, existiert

mindestens ein offener Ball B_ . (%), in dem unendlich viele Folgenglieder x,, liegen. Es ist

dann Vn € N : Tn <. Tr und somit Ty, e-ungefdhrer Haufungspunkt der Folge (xn)neN. O
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Kapitel 4

Stetigkeit

4.1 e-0-ungefihre Stetigkeit an einer Stelle

4.1.1 Definition der e-)-ungefihren Stetigkeit an einer Stelle

In der Nichtstandardanalysis wird Stetigkeit einer Funktion f an der Stelle xq so definiert,
dass infinitesimale Anderungen des reellen Arguments z, nur infinitesimale Anderungen
des Funktionswerts f(x¢) hervorrufen|[I7, Theorem 7.1.3, Seite 77|. Diese Definition diente
mir als Vorbild fiir meine Definition der e-d-ungefihr stetigen Funktion f: X — Y an der
Stelle 2y € X:

Definition 4.1 (e-6-ungefihr stetige Funktion in einem Punkt). Sei f : (X,dx) — (Y,dy)
eine Funktion zwischen zwei metrischen Raumen (X, dy) und (Y, dy). Diese Funktion heift
e-0-ungefihr stetig im Punkt xo € X, wenn fiir alle y € X mit xy ~<; y die Relation
f(zo) =< f(y) erfiillt ist.

Diese Definition kommt auch in der klassischen e-9-Definition der Stetigkeit in einem
Punkt vor:

f:(X,dx) — (Y,dy) stetig im Punkt zp € X (4.1)
SVeeRYISe R Vy € X : (dx(wo,y) <6 = dy(f(z0), f(y)) <e¢) (4.2)
& Ve € RT36 € RT : f ist e-6-ungefiihr stetig im Punkt (4.3)

Eine reelle Funktion f : R — R ist genau dann e-d-ungefihr stetig im Punkt x, wenn kei-
ne Funktionswerte oberhalb oder unterhalb des um den Punkt (z, f(z)) gedachten Recht-
ecks mit den Seitenléngen 2¢ und 24 liegenﬂ:

'"ITm Diagramm ist im Ubrigen der Indexverlauf des DAX im Zeitraum vom 01.01.2001 bis
zum 30.12.2010 dargestellt. (Quelle der Daten: http://www.ariva.de/dax-index/historische_kurse?
boerse_id=12, abgerufen am 28.01.2012)


http://www.ariva.de/dax-index/historische_kurse?boerse_id=12
http://www.ariva.de/dax-index/historische_kurse?boerse_id=12
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Abbildung 4.1: e-6-ungefihr stetige Funktion f an der Stelle z mit eingezeichnetem 2e-24-
Rechteck

4.1.2 Ester-Quantor

Charakteristische Idee der obigen Definition ist die Aussageform Vy € X : (dx(zg,y) <
d = dy(f(zo), f(y)) < €). Um eine kurze Notation dieser Aussageform zu haben, fasse
ich sie in einer abkiirzenden Schreibweise zusammen, so wie ich es auch in den vorherigen
Abschnitten zur Folgenkonvergenz getan habe:

Definition 4.2 (Ester-Quantor). Eine Aussage Yy ~<s xo : A(y) fiir ein 2y € X ist genau
dann wahr, wenn fiir alle y € X des metrischen Grundraums (X, d) mit y ~<s x die
Aussage A(y) erfillt ist:

Vyr<sxo: Aly) & Vy € X 1 (y R<s 20 = A(y)) (4.4)

Damit kann ich e-d-ungefdhre Stetigkeit im Punkt xg so definieren:

f ist e-d-ungefihr stetig im Punkt zq < Vy ~<s x¢ : f(y) =< f(20) (4.5)

Bemerkung. Ich habe leider keinen sprechenden Namen fiir den Quantor Vy ~<; x( gefun-
den. Aus der Not ihn zu benennen, habe ich ihn einfach ,Ester-Quantor” getauft. Beachte,
dass du ,Ester* wie ,Aster aussprechen musst, wie mir die Wikipedia verraten ha.

%siehe Wikipedia-Artikel ., Konigin Ester”


https://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigin_Ester
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4.1.3 Folgenkriterium fiir c-0-ungefihre Stetigkeit an einer Stelle

In der klassischen Analysis gibt es neben der e-d-Definition der Stetigkeit auch die Mog-
lichkeit, diese iiber das Folgenkriterium zu definieren. Es gilt nimlich folgende Aquivalenz:

f:(X,dx) — (Y,dy) stetig im Punkt zy € X (4.6)
& Zh_glo f(z) = f(xo) (4.7)

& V() en :((Vn eN:x, € X) A <nh_)r£10xn = x0> = (nh_glo flz,) = f(w0)>) (4.8)

Gibt es auch einen dhnlichen Zusammenhang in dieser Analysis? Hierzu brauche ich
zunéchst eine e-6-ungefihre Variante des klassischen Ausdrucks lim f(x) = f(zo):
Tr—x0

Definition 4.3 (e-0-ungefihre Funktionskonvergenz). Sei f eine Funktion (X,dx) —
(Y,dy), zo € X und yy € Y. Im Folgenden schreibe ich lim f(z) ~<. yo, wenn fiir

T~ 20
<s

alle Folgen (z,,),,cy aus X mit lim z, ~<; z¢ auch lim f(z,) ~<. yo gilt.
n—roo - n—oo -

Ist nun eine Funktion f : (X,dx) — (Y, dy) an einer Stelle x genau dann e-d-ungefihr
stetig, wenn lim f(x) ~<. f(zo) ist? Ja, wie folgende zwei Sétze zeigen:
T~ T
<5

Satz 4.1 (Charakterisierungssatz der e-0-ungefdhren Funktionskonvergenz). Es ist genau
dann lim f(x) ~<. yo, wenn Vo =<5 xo: f(T) =< Yo ist.

T~ o
<6

Beweis. Behauptung: Vo ~<;5 zo : f(2) =< yo = lim f(z) =<c yo.
T~ T
<5

YV (%n),en :[

lim Ty R<§ Lo
n—00 -

éVneN:In%gaxo
L Vo mas a0 fo) =<c yo (4.9)
= VneN: flzn) =<: %o

= lim f(zn) ~<e Yo
n—oo
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= lim f(z) =<: yo (4.10)

X~
<50

Behauptung: lim f(z) =<. yo = Vo =<5 20 : f(z) << Yo.
T~ T
<4

Beweis durch Kontraposition:

= (Vo ~<s @0t f(T) ~<e o) (4.11)
= dEelf(% e X: ([]~3 N<s Lo VAN f(i’) %SE yo) (412)
n—00 n—00
= - (hm flx) ~<. yo) (4.14)
T~
O

Satz 4.2 (Folgenkriterium fiir e-0-ungefiihre Stetigkeit einer Funktion an einem Punkt).
Fine Funktion f : (X,dx) — (Y,dy) ist genau dann e-0-ungefihr stetig im Punkt xy € X,
wenn lim f(x) =<, f(xo) ist.

T~ 20

<5

Bewezs.
[ ist e-0-ungeféhr stetig im Punkt zp € X (4.15)
& Vr ~cs xo 0 f(7) R<e fl2o) (4.16)
| obiger Satz
& lim f(z) =< f(xo) (4.17)
w20
]

4.2 c-ungefahr stetige Funktionen
Wie ldsst sich nun die globale Eigenschaft der Stetigkeit definieren? Betrachte dazu die

globale e-9-Definition der Stetigkeit. Aus dieser ldsst sich namlich die Definition der e-
ungefihr stetigen Funktion finden:

[ (X,dx) — (Y,dy) ist stetig (4.18)
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SVeeRTWWz e X eR " VyeY : (dx(z,y) <6 =dy(f(z), fy)) <e) (4.19)

& Ve €R" Vo€ X35 € RY : f ist e-d-ungefiihr stetig an der Stelle = (4.20)

~
Definition fiir globale e-ungefdhre Stetigkeit

& Ve € RT : f ist e-ungefihr stetig (4.21)
Dadurch erhalte ich folgende Definition der globalen e-ungefdhren Stetigkeit:

Definition 4.4 (e-ungefihre Stetigkeit). Eine Funktion f : (X,dx) — (Y, dy) heift e-
ungefihr stetig mit ¢ € RY, wenn es fiir alle x € X ein §(¢, ) € RT gibt, so dass f an der
Stelle x e-0(e, x)-ungefahr stetig ist.

Eigentlich konnte ich auch die Definition anders formulieren und sagen, dass eine Funk-
tion f: (X,dx) — (Y,dy) d-ungefihr stetig ist, wenn es fiir jedes x € X ein (z) gibt, so
dass f an der Stelle x e(x)-0-ungefihr stetig ist. Diese Definition passt aber nicht so gut mit
der klassischen Definition zusammen. So wiirde es Funktion geben, die zwar klassisch stetig,
aber nicht §-ungeféhr stetig wiren (wie zum Beispiel die Funktion f :]0,1] - R: 2z — %)

Es gibt auch einen weiteren Grund fiir die Wahl der obigen Definition. In den meisten
Anwendungsfillen ist man bestrebt den maximalen Fehler eines berechneten Werts so ge-
ring wie moglich zu halten. So kdnnte man einen maximalen Fehler € vorgeben und danach
fragen, wie der Fehler 6(z) im Argument z sein darf, damit auf jeden Fall der Fehler im
Funktionswert kleiner als € ist. e-ungefihre Stetigkeit garantiert, dass es fiir alle Argumente
x einen solchen maximalen Fehler §(z) gibt.

Es bietet sich aufferdem an, e-ungeféhre Stetigkeit in nur einem Argument zu definieren:

Definition 4.5 (e-ungefihre Stetigkeit einer Funktion in einem Argument). Eine Funktion
f:(X,dx) — (Y,dy) heilt e-ungefihr stetig im Punkt xo € X, wenn ein § € R" existiert,
so dass f an der Stelle xy e-d-ungeféhr stetig ist.

Eine Funktion ist also genau dann e-ungefihr stetig, wenn sie in jedem Punkt e-ungefdhr
stetig ist.

4.3 ce-0-ungefihr gleichméfiige Stetigkeit
4.3.1 Definition der e-)-ungefihr gleichmifig stetigen Funktion
Wie lautet meine Variante fiir die gleichméfige Stetigkeit?

Definition 4.6 (e-d-ungefiahr gleichméfige Stetigkeit). Eine Funktion [ : (X,dy) —
(Y, dy) heilst e-0-ungefihr gleichmdfig stetig, wenn fiir alle z,y € X mit x ~<;5 y die
Relation f(x) ~<. f(y) erfiillt ist.

Auch diese Definition ist direkt der klassischen Definition entnommen:
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f:(X,dx) — (Y,dy) gleichméifig stetig (4.22)
S VeeRTIIeR " Va,y € X :dx(z,y) <d=dy(f(x), f(y) <9 (4.23)
& Ve € RT 35 € R : f ist e-6-ungefihr gleichmiifig stetig (4.24)

Eine Funktion f : R — R ist also genau dann e-d-ungefihr gleichméfig stetig, wenn du
um jeden Punkt (z, f(z)) so ein Rechteck mit den Seitenlingen 2e und 20 anlegen kannst,
dass keine Funktionswerte oberhalb oder unterhalb dieses Dreiecks liegen]}
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Abbildung 4.2: e-6-ungeféhr gleichméfig stetige Funktion f mit eingezeichneten Rechtecken
der Seitenlangen 2¢ und 20

4.3.2 Satz liber e-ungefihr stetige Funktionen auf kompakten De-
finitionsmengen

In der klassischen Analysis sind alle auf kompakten Mengen definierten stetigen Funk-
tionen gleichméafig stetig. Dieser Satz ist wichtig, sichert er in der reellen Analysis doch
die Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen. Dementsprechend
bin ich daran interessiert, dass es auch einen entsprechenden Satz in dieser Analysis gibt.
Eine erste Vermutung ist die, dass jede e-ungefdhr stetige Funktion auf einer kompakten

®Dargestellt ist im Ubrigen der Bérsenverlauf von Apple im Zeitraum vom 03.01.2005 bis zum
27.01.2012 (Quelle: http://wuw.ariva.de/apple-aktie/historische_kurse?boerse_id=40, abgerufen
am 29.01.2012)


http://www.ariva.de/apple-aktie/historische_kurse?boerse_id=40
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Definitionsmenge e-d-ungefihr gleichmiifig stetig fiir mindestens ein § € R™ ist. Folgendes
Beispiel zeigt aber, dass dieser Satz nicht gelten kann:

Beispiel 4.1. Sei f : R — R definiert durch

-1 ;2<0
flx):==<20 ;2=0 (4.25)
1 ;x>0

Diese Funktion ist 1-ungefihr stetig. Wéhle hierzu fiir z # 0 als §(z) die Zahl §(x) := %
Auf dem Intervall [z — 0(z), x + 0(x)] ist die Funktion konstant und damit die Unterschiede
im Funktionswert kleiner als 1. Fiir §(z = 0) kann jede beliebige positive reelle Zahl gewéhlt
werden, da der Abstand eines beliebigen Funktionswertes von f(0) = 0 stets kleiner gleich
1 ist.

Jedoch ist diese Funktion fiir alle § € R™ nicht 1-d-ungefihr gleichmiifig stetig, da
der Abstand zwischen f (ﬁ) und f (—%) gleich 2 und damit grofer als 1 ist, obwohl der
Abstand der Argumente § und —g kleiner gleich § ist. Aus e-ungefédhrer Stetigkeit kann
also fiir Funktionen auf kompakten Definitionsmengen keine e-6-ungefihre gleichmifige
Stetigkeit folgen.

Da der Abstand zweier Funktionswerte von f kleiner gleich 2 ist, ist die Funktion aber

zu jedem § € RT 2-§-ungefihr gleichmiifig stetig.

Dass obiges Beispiel unsere Situation perfekt beschreibt, zeigt folgender Satz:

Satz 4.3 (Satz iiber e-ungefihr stetige Funktionen auf kompakten Definitionsmengen).
Sei f: (X,dx) — (Y,dy) eine e-ungefihr stetige Funktion auf einer kompakten Definiti-
onsmenge X. Es gibt dann ein § € RY, so dass f 2e-6-ungefihr gleichmipig stetig ist.

Lésungsweg. Ich werde den Satz analog dazu beweisen, wie seine klassische Variante be-
wiesen wird. Die klassische Variante geht davon aus, dass die gegebene Funktion nicht
gleichméfig stetig ist. Es werden dann zwei Folgen (z,,),,cy und (yn), o von Argumenten
konstruiert, so dass dx (2, y,) < £ und dy (f(2,), f(yn)) > €o fiir ein gy € R ist. Mit Hilfe
der Kompaktheit der Definitionsmenge wird daraufhin ein Widerspruch zur angenommenen
Stetigkeit von f hergeleitet|13] Seite 108, Satz 4].

Beweis. Beweis durch Kontraposition:

Vo € RT : = (f ist 2e-6-ungefihr gleichmiikig stetig) (4.26)
=S VoeR Fu,y € X (wmcs y A f(2) <o f() (4.27)
| Wiéhle fiir 6 die Werte der Folge (+

n)nEN

= & @ndnens Wn)ue Vi € N (”'“ R_1 Yo A f(2n) o f(yn>> (4.28)
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l X ist kompakt

= dEIfxo € X : x ist klassischer Haufungspunkt von (z,,),,cy tnd (¥n),en (4.29)
Haufungspunkte kénnen als Grenzwerte von Teilfolgen
dargestellt werden

= d%lf (T ) pen » Un)pen (hrrolo T, = To N\ hm 0 Y = 350) (4.30)

Behauptung: f ist an der Stelle xy nicht e-ungefdhr stetig.
Sei 6 € R™ beliebig. Es ist

= VkeN(xnk R<s [Eo/\ynk << ZL‘O)
AVE EN:( 26 <dy(f(zn,), f(Yn)) (4.31)
= 2e < dy (f(xn,), f(20)) + dy (f(Yny), f(20)))

) f(
‘ 2¢ <dy (f(xn,), f(20)) + dy (f (Yny): f(20))
= € <dY(f( )7 (x0>>\/€<dY(f(ynk)7f( ))

= (vk; eN:e<dy (flan,), f(:po))> v (vk eN:e < dy (flyn), f(xg))) (4.32)
= (Vh € N: flan,) e f(20)) V (Fh € N: flyn,) #<e f(20)) (4.33)
i Vk e N :(xnk R<s Lo A Yn, F<s :L‘o)

= (hm T, R<s To A hm 0 Ty, Fe.o f(aco))

k—
v (hm Yny, N<s To N lim Yny, #Ss f(%)) (4‘34)
k—o00 k—00
= f ist an der Stelle xy nicht e-d-ungefdhr stetig. (4.35)

Obiges Ergebnis steht jedoch im Widerspruch zur Annahme, dass f e-ungefihr stetig
ist, denn dann giibe es mindestens ein 6 € RY, so dass f an der Stelle x, e-d-ungefihr
stetig ist. O]
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Differentiation

5.1 Definition der c-0-ungefihren Ableitung

Bemerkung. Sei im Folgenden K entweder die Menge komplexer Zahlen C oder die Menge
der reellen Zahlen R. Sei D eine beliebige Teilmenge aus K, in der jeder Punkt Haufungs-
punkt dieser Menge ist.

Wie lisst sich eine Ableitung in dieser Analysis definieren? Da das Ziel dieses Kapitels
die erste Erkundung einer Analysis mit Infinitesimalrelation ist, beschrénke ich mich nur
auf den Ableitungstypen, der klassisch iiber den Differentialquotienten in R oder in C defi-
niert ist (ich betrachte also keine Richtungsableitungen oder totale Ableitungen vektorieller
Funktionen). Eine Antwort liefert die Ubersetzung des klassischen Differentialquotienten

flz+h)—f(z)
h

lim in unsere Analysis:

h—0, hi#0

Definition 5.1 (e-0-ungefihre Ableitung). Sei f : D — K eine reell- oder komplexwertige

Funktion. Eine Zahl ¢ € K heift e-d-ungefihre Ableitung an der Stelle xq € D, wenn
I f(@o+h) — f(x0)
im

h;ao, h#£0 h

A< cist.

Ich fiihre wieder eine neue Schreibweise fiir die obige Definition ein, die stark mit der
abkiirzenden Notation des Ester-Quantors [4.2] verwandt ist:

!
Definition 5.2 (spezieller Ester-Quantor). Eine Aussage Yy ~<s xo : A(y) fiir ein 2y € X
ist genau dann wahr, wenn fiir alle y € X aus dem metrischen Grundraum (X,d) mit
y ~<s o und y # xo die Aussage A(y) erfiillt ist. Es ist:

!

Vy s zo: Aly) o Vy e X (ym<szo Ay # 0= A(y)) (5.1)

Bemerkung. Nach dem Charakterisierungssatz der e-d-ungefihren Funktionskonvergenz
(Satz ist ¢ genau dann eine e-0-ungefihre Ableitung der Funktion f an der Stelle

Ly 0 : Llath)—fGo)

|
ro wenn Vh = - K< C ist.
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Definition 5.3 (e-0-ungefihre Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : D — K heift e-
0-ungefihr differenzierbar an der Stelle xq € D, wenn sie mindestens eine e-6-ungefihre
Ableitung an dieser Stelle besitzt.

In der klassischen Analysis ist eine Funktion f : D — K an der Stelle zy genau dann

differenzierbar, wenn f(zg + h) = f(x¢) + ¢+ h + ¢(h) mit ¢ € K und lim @ =0
h—0, h#£0

ist[13] Seite 152, Satz 1]. Auch in dieser Analysis habe ich eine &hnliche Charakterisierung
gefunden:

Satz 5.1 (Approximierbarkeit e-d-ungefihr differenzierbarer Funktionen). FEine Funktion
f D — K besitzt genau dann an der Stelle xy € D die -d-ungefihre Ableitung ¢ € K,
wenn Yh =<5 0: f(zo +h) R<oqn f(20) + - b erfillt ist.

Beweis. Es ist ¢ genau dann eine e-d-ungefihre Ableitung von f an der Stelle xj, wenn

! _ : - -
Vh~<50: w A<, ¢ ist. Formen wir M Ri<e € UIL

J(xo+h) — f(xo)

h N<e C (52)

h
| rn#0 (5.4)
< |f(xo+h) — f(zo) —c-h| <e-[h] (5.5)
~ f(l'o + h) zﬁs-\h\ f($0) +c- h (56)

Also ist

c ist e-d-ungefihre Ableitung von f an der Stelle xg (5.7)
= Vh égéo f($0+h2—f($0) P (58)

l obige Aquivalenzumformung

!
< VYh <o 0: f(l’o + h) R<e|h f(l'o) +c-h (59)
| fl@o+h) m<cpp f(z0) + ¢ h auch fiir b = 0 erfiillt
S Vhras 00 f(xo+h) R<eqn f(2o) +c-h (5.10)
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5.2 Eigenschaften e-o-ungefihr differenzierbarer Funk-
tionen

Schon anhand der Definition der e-0-ungefahren Ableitung erkennt man, dass diese 2e-
ungefihr genau bestimmt ist. Dies folgt aus dem Satz zur 2e-ungefihren Bestimmung
des e-ungefihren Grenzwerts. Ich will gerne diesen Satz alternativ mit der Approximier-
barkeitseigenschaft e-d-ungeféhr differenzierbarer Funktionen beweisen:

Satz 5.2 (2e-ungefihre Bestimmung der e-d0-ungefihren Ableitung). Zwei e-d-ungefihre
Ableitungen einer Funktion f : D — K sind 2e-ungefihr gleich.

Beweis.

Vh ég(s 0 3(f(x0 +h) <o f(zo) - h A flzo+h) R<oyn flzo) + 2 h) (5:11)

| schwache Transitivitéitseigenschaft (Satz

= Vh égo: f(xo) +¢1-h =<oeqn f(xo) +c2-h (5.12)
S Vh Res 0y h Aoy o h (5.13)
= Vh s 0 |er-h—ca-h| < 2¢-|h (5.14)
= Vh égo: ley — o] < 2e (5.15)
= VR R 0 ¢ Rea. O (5.16)
= (] R<oe O (5.17)

O

Auch eine Form der Stetigkeit ldsst sich aus dem Approximierbarkeitssatz beweisen:

Satz 5.3 (Stetigkeitssatz e-0-ungefihr differenzierbarer Funktionen). Sei f : D — K
eine -0-ungefihr differenzierbare Funktion an der Stelle xq € D mit der e-0-ungefihren
Ableitung c € K. f ist an der Stelle xo dann ((e + |c|)0)-0-ungefihr stetig.

Beweis.
Vhm<s 0: f(@+h) m<epp f(2) +ch (5.18)
| Additionsregeln der Abstandsrelation (Satz
= Vh =<5 0: f(x+h) Rccipsien f(2) (5.19)

= Vh ~<s 0 f(SL’ + h) < (e+el)-|hl f(x) (5.20)
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| |h] < ¢ und Monotoniesatz
= Vhm<s 0 f(z 4 h) R<eileps f(2)

= Yy s 20 f(Y) R eries f(2)



Kapitel 6

Integration

6.1 Definition des bestimmten Integrals

Wie soll das bestimmte Integral definiert werden? Klassisch wird es als der orientierte Fla-
cheninhalt unter dem Graphen einer Funktion beschrieben. So definiert es beispielsweise
Herr Dr. Ralf Gerkmann in seinem Skript zur Maftheorie[16] Seite 25|. Auch die klassische
Definitionen des Riemannintegrals [6][13, Seite 188| bezichungsweise des Lebesgue-Integrals
[][I1 Seite 129] zielen darauf ab, das bestimmte Integral als Ergebnis eines Grenzwert-
prozesses so zu definieren, dass es dem orientierten Flicheninhalt unter dem Graphen
entspricht.

Ich habe in dieser Analysis jedoch einen Vorteil: Ich kann nadmlich ausdriicken, wann
zwei Werte ungefahr gleich sind. Anstatt also den exakten Wert des orientierten Flachen-
inhalts beschreiben zu wollen, kann das bestimmte Integral auch so definiert werden, dass
es ungefihr diesem Flicheninhalt entspricht. Doch wie sollte dies geschehen?

Erinnere dich an die Definition des Riemannschen Integrals als Grenzwert von Fla-
cheninhalten unter Treppenfunktionen. Wieso also nicht den Grenzwertprozess weglassen
und das bestimmte Integral einer Funktion als den Flidcheninhalt unter einer zur Funktion
geschickt approximierten Treppenfunktion definieren?

Diese Definition hat ndmlich einen Vorteil: Dadurch, dass ich mir den Grenzwertprozess
spare, reduziere ich das bestimmte Integral auf eine endliche Summe von Rechtecksflichen.
Es ist dann nicht nur die Definition einfacher, auch ihre Anwendung sollte einfacher sein.
Ich muss nur dafiir sorgen, dass die Stiitzstellen der Treppenfunktion so gewahlt werden,
dass der Fehler zum exakten Wert des orientierten Flacheninhalts vernachléssigt werden
kann (kleiner als ein vorgegebenes e € R ist).

So sah im Ubrigen auch Leibniz das bestimmte Integral. Fiir ihn waren Kurven Poly-
gonziige mit infinitesimal kleinen Abstinden zwischen zwei Eckpunkten. Das bestimmte
Integral definierte er nun als den Flicheninhalt der Treppenfunktion unter diesem Poly-
gonzug. Die dadurch nicht mitberechneten Flidchen der Dreiecke betrachtete Leibniz als
vernachlissigbar klein [I8, Seite 147]:
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Polygonzug
Z—>
N
Vi N /
X Z Flachen der Dreiecke
AN A sind vernachlassigbar
\{f
N
a T b
Integral = Summe
infinitesimale Abstande Rechtecksflachen

zwischen zwei Stutzpunkten

Abbildung 6.1: Leibniz Auffassung eines Integrals

Urspriinglich war also auch fiir Leibniz das bestimmte Integral nur bis auf einen vernach-
lassigharen Fehler genau definiert. Wesentlicher Unterschied seiner Definition zu meiner
Definitionsidee ist der, dass seine Summe von Rechtecksflichen unendlich viele Summan-
den besafs, meine jedoch endlich sein wird.

6.1.1 Welche Funktionen sollen integrierbar sein?

Sowohl beim Riemannschen Integral als auch beim Lebesgue-Integral werden zwischen
integrierbaren und nicht integrierbaren Funktionen unterschieden. Die Vermutung liegt
nahe, dass auch ich eine Unterscheidung vornehmen muss.

Jedoch habe ich noch keine gute Antwort auf die obige Fragestellung gefunden. Ers-
te Uberlegungen bringen mich auf die Vermutung, dass e-d-ungefihr gleichmiRig stetige
Funktionen auf jeden Fall integrierbar sein sollten.

Um ehrlich zu sein, will ich mich momentan aber weniger mit dieser Fragestellung
beschiftigen, als vielmehr die resultierende Theorie meiner Definitionsidee erkunden. Des-
wegen will ich erst einmal das bestimmte Integral nur fiir e-6-ungefahr gleichméifig stetige
Funktionen definieren. Mein Bauchgefiihl sagt mir zwar, dass diese Einschrinkung zu stark
ist, jedoch kann spéiter immer noch untersucht werden, wie der Intergalbegriff verbessert
werden kann. Fiir Anregungen bin ich dankbar ©.

Beachte, dass die Einschrankung der Definition auf eine bestimmte Funktionenklasse in
der Mathematik nicht neu ist. So sind in der Definition des Lebesgue-Integrals nur messbare
Funktionen Kandidaten integrierbarer Funktionen[4][11} Seite 129].
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Bemerkung. Der klassische Fundamentalsatz ist nur fiir stetige Integranden formuliert|2][13]
Seite 201, Satz 3|. Dies konnte darauf hinweisen, dass ich mit meiner Festlegung, nur -6-
ungefihr gleichmifig stetige Funktionen als integrierbare Funktionen anzusehen, gar nicht
so falsch liege.

6.1.2 Die Wahl der Stiitzstellen fiir die Treppenfunktion

Zur Angabe einer Treppenfunktion, die eine gegebene Funktion f : [a,b] — R approxi-
mieren soll, wird in der Regel eine Menge von Stiitzstellen xq bis x, mit a = x¢ < 11 <

- < x,_1 < x, = b definiert. Die Treppenfunktionen ist dann in den offenen Interval-
len |z, zg] fiir £ € {1,2,3,...,n} konstant mit dem Wert f(Zy), wobei &) € [rg_1,xk]
ist. Das Paar ((mk)l,zg, (i@ij) der Stiitzstellen zy bis x,, und der Zwischenstellen 7

bis Z,, wird Riemann-Zerlegung des Intervalls [a,b] genannt|[5][13, Seite 194]. Die Feinheit
einer Riemann-Zerlegung ist der maximale Abstand max{|x,_1 —zx| : k € {1,2,3,...,n}}
zwischen zwei Stiitzstellen|5][I3] Seite 195].

a=x, X; X1 X5 X; X3 X3 Xs  X,=b

Abbildung 6.2: Funktion f : [a,b] — R mit eingezeichneten Stiitzstellen o bis x4 und
Zwischenstellen Z; bis T4

Rufe dir in Erinnerung, dass ich das bestimmte Integral fiir e-0-ungefahr gleichméfig
stetige Funktionen definieren will. Diese Stetigkeitseigenschaft werde ich in Beweisen vor
allem dazu verwenden, den Abstand des Funktionswerts f(z) zum Wert T (z) = f(Z)
der approximierten Treppenfunktion 7 an der Stelle x abzuschitzen (wobei x € [1y_1, 2]
ist). Um diese Abschétzung durchfithren zu kénnen, muss & ~<s z also |T — x| < §
sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn der maximale Abstand der Zwischenstellen zu den
benachbarten Stiitzstellen kleiner gleich ¢ ist. Deswegen werde ich auch die Feinheit der
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Riemann-Zerlegung anders als normalerweise definieren — und zwar als maximalen Abstand
max({|Zr —zr_1| - k € {1,2,3,... ,n}}U{|zr— x| : k € {1,2,3,...,n}}) der Zwischenstel-
len zu den benachbarten Stiitzstellen. Die so erhaltene Definition der Feinheit ist schwicher
und mehr Riemann-Zerlegungen sind feiner als eine vorgegebene obere Schranke als bei der
klassischen Definition.

Ich bin der Meinung, dass die konkrete Definition des bestimmten Integrals von der
aktuellen Wahl der Riemann-Zerlegung befreit werden sollte. Zwar kénnte ich eine konkrete
Riemann-Zerlegung vorgeben, dies schrinkt die Definition aber unnétig ein. Besser ist es
nur zu fordern, dass die Riemann-Zerlegung eine Feinheit kleiner gleich 0 besitzen soll,
wenn die untersuchte Funktion e-d-ungefihr gleichmékig stetig ist.

Ich fasse das bisher geschriebene in Definitionen zusammen:

Definition 6.1 (Riemann-Zerlegung). Sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall reeller Zahlen.
Eine Zerlegung ((a:k)izg, (isk)ij) ist eine Menge von Stiitzstellen zy bis x, mit a =

9 < 11 < -+ < x, = b und Zwischenstellen #; bis %, mit Ty € [z;_1, x| fiir alle
ke{l,2,3,...,n}

Definition 6.2 (Feinheit einer Riemann-Zerlegung). Die Feinheit der Riemann-Zerlegung
(Tr)h=r, (@)23) ist der maximale Abstand max({|Zx — =11 : k € {1,2,3,...,n}} U
{ley — Zx| - k€ {1,2,3,...,n}}) der Zwischenstellen zu den benachbarten Stiitzstellen.

Definition 6.3 (Zerlegungsfunktion). Die Zerlegungsfunktion Z<s fiir 6 € R" ist eine
Funktion, die jedem Intervall [a, b] eine Riemann-Zerlegung mit einer Feinheit kleiner gleich
d zuordnet. Dabei ist Z<s([a,b]) := {(Tk, 0 = x — xx—1) : k € {1,2,...,n}}, wobei x5,
und xy, die Stiitzstellen des k-ten Intervalls und z;, die k-te Zwischenstelle der zugeordneten
Riemann-Zerlegung ist. Z<s([a,b]) ist also die Menge der Zahlenpaare (Zy, dx), wobei Ty
die k-te Zwischenstelle und J, die Linge xy — x,_1 des k-ten Intervalls [zy_1, zj] ist.

Dadurch, dass ich in der Definition der Zerlegungsfunktion die Zuordnung der Riemann-
Zerlegung zum Intervall [a, b] nicht explizit angebe, befreie ich die kommenden Definitionen
von einer konkreten Wahl der Riemann-Zerlegung. Ich erhalte durch sie zwar eine Zerlegung
mit der gewiinschten Eigenschaft, dass ihre Feinheit kleiner gleich ¢ ist, wie sie jedoch
konkret aussieht, weifs ich nicht. In der Anwendung miissen Autoren selbst definieren, wie
sie ihre Zerlegungsfunktion definieren.

6.1.3 Definition des c-0-ungefahr bestimmten Integrals

Ich habe nun alle Hilfsmittel, um das e-d-ungefahr bestimmte Integral einer e-d-ungefahr
gleichméfig stetigen Funktion zu definieren:

Definition 6.4 (e-6-ungefihr bestimmtes Integral). Sei f : [a,b] — R eine e-0-ungeféhr
gleichméfig stetige Funktion. Das e-d-ungefihr bestimmte Integral dieser Funktion f ist
die endliche Summe > f(E) - O

(Zk:0k)EZ< 5([ash])
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Bemerkung. Um eine kiirzere Notation zu haben, schreibe ich im Folgenden Z anstatt
Z< 5([a,b])
Z . Beachte, dass in der verkiirzten Notation immer implizit iiber (Zj,d;) €

(Zk,0k)EZ2< 5([asb])
Z<s([a,b]) summiert wird.

Definition 6.5 (e-J-ungefiahr integrierbare Funktion). Eine Funktion f : [a,b] — R heift
e-0-ungefihr integrierbar, wenn das e-d-ungefihr bestimmte Integral dieser Funktion exis-
tiert, wenn also die Funktion e-d-ungeféhr gleichméfig stetig ist.

Definition 6.6 (c-ungefihr integrierbare Funktion). Eine Funktion f : [a,b] — R heift
e-ungefihr integrierbar, wenn es ein § € RT gibt, so dass diese Funktion e-d-ungefihr
integrierbar ist.

Bemerkung. Nach dem Satz iiber e-ungefidhr stetige Funktionen iiber kompakten Definiti-
onsmengen (Satz gibt es fiir alle e-ungeféhr stetigen Funktionen auf dem abgeschlossen
Intervall [a, b] ein § € R™, so dass diese Funktion 2e-§-ungefihr gleichmifig stetig ist. Jede
e-ungefihr stetige Funktion auf [a, b] ist also 2e-ungeféhr integrierbar.

6.1.4 Klassisch integrierbare Funktionen

In der aktuellen Theorie gibt es zwei Integraldefinitionen, die eine wichtige Rolle spielen:

Das Riemannsche Integral und das Lebesgue-Integral. Deswegen bezeichne ich im Folgen-

den Funktionen f als klassisch integrierbar, wenn sie entweder Riemman- oder Lebesgue-
b

integrierbar sind. Mit f(z)dz bezeichne ich das dementsprechende Riemann- oder

Lebesgue-Integral (je nachdem fiir welches Integral du dich gerade interessierst), wobei
ich es einfach klassisches Integral nennen werde. Ich werde nur Eigenschaften verwenden,
die beiden Integraldefinitionen gemeinsam sind.

6.2 Eigenschaften des e-0-ungefahr bestimmten Integrals

Meine Idee war es, das bestimmte Integral so zu definieren, dass es ungefihr dem Fléchen-
inhalt unter dem Graphen der Funktion entspricht. Ist dies aber wirklich der Fall? Ja, wie
folgender Satz zeigt:

Satz 6.1 (c-ungefihrer Bestimmungssatz des e-0-ungefihr bestimmten Integrals). Sei

f :la,b] = R eine e-6-ungefihr integrierbare Funktion, die gleichzeitig klassisch integrier-

bar ist. Das e-0-ungefihr bestimmte Integral Z f(zy) - 0 und das klassische Integral
Z<5([asb])

b
/ f(z)dx sind dann (b — a)-ungefihr gleich.
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Beweis. Sei (xp_1,zk,Tr) € Z<5(]a,b]) beliebig. Vergleiche nun die Fldchen des Graphens
unter der Funktion f im Intervall [z)_1,z;] mit der Rechtecksfliche unter der Treppen-
funktion 7 im Intervall [xj_1,x;]. Dabei ist in diesem Intervall T (z) := f(Z). Da die
Feinheit der durch Z<; erhaltenen Riemann-Zerlegung kleiner gleich ¢ ist, ist © ~<;5 7y, fiir
alle © € [x_1,x;]. Nach der Definition der e-0-ungefiihr gleichméfig stetigen Funktion ist
dann f(z) ~<. f(Zx) und somit f(Zy) —e < f(x) < f(Ty) + € fiir alle © € [xg_1, i) Es
folgt

/mk (f(@x) —e)da < / flz)da < / (f(@x) + ) dw (6.1)

Tk—1 Tk—1 Tk—1

= (f(@r) =€) - (wp — wp1) < /xk f(x)de < (f(Z) +€) - (or —2p-1)  (6.2)

=k ' =0k
:>—€~5k§/ F@)de — (&) - 6 < - 6y (6.3)
Tp_1

Wenn du nun iiber alle (Zx,6;) € Z<5([a,b]) summierst, dann erhéltst du:

D kS (/ fl@) = f(@) - k>§ ST oed (6.4)

Z< 5([ab]) Z< 5([asb])

—c-(b—a) /f ydz — > f(@) -0k <e-(b—a) (6.5)

Z< 5([asb])

/f oz — > f(@n) 6| <e-(b—a) (6.6)

Z<s([ab])

= / f dl‘ ~<e(b—a) Z f (67)

Z< 5([a,b])
]

Da in dieser Theorie das bestimmte Integral nichts anderes als eine endliche Summe
ist, iibertragen sich alle Eigenschaften endlicher Summen auch auf obige Integraldefinition.
So auch die Monotonie und die Linearitét:

Satz 6.2 (Monotonie und Linearitit). Es ist fir alle Funktionen f, g : [a,b] = R und alle
Zahlen \ € R:

(a) Z (f +9)(Zx) Z f(@k) - O + Z 9(Zx) - Ok

ZS 5([&,1)] Z<6 [a b} Z<5([a‘7b})
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b)Y AN =X Y f(@

Z< 5([a,b)) Z< 5([a,b])
(©) F<g= D> [f@)-0n< > gl@)- 6
ZS 5([(1,[3]) Zgé([avb})

Beweis. (a) Es ist

S (fH9@) o= D (f(@)+g(@) - o (6.8)

Z< 5([a,b]) Z< 5([a,b])
= Y f@E) -+ Y. g@) -0 (6.9
Z< 5([asb]) Z< 5([asb])
(b) Es ist
> N H@E)Ge= > A f@)-Gk=A > f@)-0%  (6.10)
Z< 5([a,b]) Z< 5([a,b]) Z< 5([a,b])
(c) Esist
[<y (6.11)
= Y f(@) 0 < g(Ex) - O (6.13)
Z<5([ab]) Z< 5([a,b])
O

Eine wesentliche Eigenschaft des klassischen Integrals ist die, dass dieses Integral in

Teilintegrale aufgeteilt werden kann. So ist / flz)dz = / f(z)dz + / f(z) dz fiir alle

c € la,b]. Gilt dies auch fiir unsere Definition?

Jedenfalls kann mit Hilfe des Zusammenhangs / x)dr = / f(x)dx + / f(x)dx

und dem obigen e-ungefihren Bestimmungssatz des bestimmten Integrals eine e-ungefihre
Variante bewiesen werden:

Satz 6.3 (c-ungefihr Aufteilungssatz fiir Integrale). Fir alle Funktionen f : [a,b] — R
und fir alle ¢ € [a,b] ist

STOF@E) Ok Rerpma) Y. @)+ Y. f@E (6.14)

Z< 5([a,b]) Z<5([a,d]) Z<5([c,0])
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Beweis.

b
F (@) - 65 S o / f() da (6.15)

Z< 5([ad])

c b
= / f(x)dz +/ f(z)dx (6.16)
| Additionsregeln der Abstandsrelation (Satz
Rectma) D, F@) -0+ > @) o (6.17)
Z<5([ad]) Z<5([esb])
| schwache Transitivitéit (Satz
= Z [(Zk) - O R<oc(p—a) Z f(@y) - 0 + Z f(Zx) - Ok (6.18)

Z<5([ab]) Z<s([a,d]) Z<5([e,0])

]
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Integration und Differentiation

In diesem Abschnitt will ich eine e-ungefdhre Variante des klassischen Fundamentalsatzes
der Analysis beweisen. Der klassische Fundamentalsatz der Analysis besagt, dass fiir jede

stetige Funktion f : [a,b] — R mit der Stammfunktion F : [a,b] — R der Zusammenhang
b

f(z)dz = F(b) — F(a) gilt|2][13, Seite 201, Satz 3|. Wie sieht unsere Variante des

a
Fundamentalsatzes aus?
Zunéchst muss ich definieren, was fiir mich eine Stammfunktion ist:

Definition 7.1 (e-0-ungefihre Stammfunktion). Eine Funktion F' : [a,b] — R heifit ¢-6-
ungefihre Stammfunktion der Funktion f : [a,b] — R, wenn F' an jeder Stelle zq € [a, b
e-0-ungefahr differenzierbar ist, wobei f(x() eine e-0-ungefihre Ableitung an dieser Stelle
ist.

Satz 7.1 (c-ungefihre Variante des Fundamentalsatzes der Analysis). Sei f : [a,b] — R
eine e-d-ungefihr integrierbare Funktion und F : [a,b] — R eine e-0-ungefihre Stamm-
funktion dieser Funktion. Sei Z<; eine Zerleqgungsfunktion, die die Besonderheit aufweist,
dass die k-te Zwischenstelle T mit der (k — 1)-ten Stitzstelle xy_y tbereinstimmt. Fs gilt

dann der Zusammenhang Z f(@k) - O R<ep—a) F(b) — F(a).
Z<s5([a)b])

Beweis. Seien xg bis x,, die Stiitzstellen aus der Zerlegung Z< 5([a, b]). Da die Zwischenstelle
Zx nach Voraussetzung gleich x;_; und die Feinheit der Zerlegung kleiner gleich ¢ ist, ist jede
Lénge 0y, des k-ten Intervalls [x;_1, x| kleiner gleich §. Da F' e-d-ungefihre Stammfunktion
von f ist, ist

Vh~<s0: F(zp_1+ h) <o Fap_1) + f(@p-1) - b (7.1)
= Vhrcs 0: F(ap_1 +h) — F(ap_1) R<eqp f(@p-1) - b

| Wahle h = g,
= F(ay) — Far-1) R<es, flae-1) - ok (7.3)



52 7. Integration und Differentiation

Damit ist
> f@ER) k= flm) oy +  flz) G Aot f(@a) Oy (7.4)
—— —— —_——
Z<5([asb]) zSa;lF(xl)—F(mo) ,%S552F($2)—F($1) R< eop F(on)—F(xn—1)
| Additionsregeln der Abstandsrelation (Satz
~eca) (Flen) = F(ao) )+ (Flaz) = Fle) + ... (7.5)
o <F(azn) - F(:cn,l))
= F(z,) — F(x) (7.6)
l Tp,=bANxog=0a
= F(b) — F(a) (7.7)
Obige Umformung beweist Z f(Zk) - O R<c(p—a) FI(b) — F(a). O

Z< 5([asb])
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Schlussbemerkung

Ziel dieser Bachelorarbeit war es, einen alternativen Ansatz fiir eine Theorie der Analysis zu
préasentieren. Dabei hatte ich nicht vor, eine moglichst vollstindige Theorie auszuarbeiten.
Ich wollte nur zeigen, dass der alternative Ansatz, die Abstandsrelation in den Mittelpunkt
der Analysis zu riicken, fruchtbar ist und zu einer neuen Theorie der Analysis fiihrt.

Wie du gelesen hast, orientierte sich meine Theorie streng an dem, was du schon aus der
klassischen Analysis kennst. Alle hier dargelegten Begriffe und Konzepte werden bereits in
der klassischen Analysis behandelt. Der grofe Unterschied ist der, dass ich die Begriffe und
Konzepte der Analysis auf Grundlage der neuen Relation ~<. formuliert habe. So veréndert
sich ein wenig die Semantik und die Definitionen werden sogar allgemeiner. Auch Beweise
konnen anders gefithrt werden (Beispiele sind der Fundamentalsatz der Analysis (Satz
und der Satz von Bolzano-Weierstraf (Satz [3.14)).

Durch die Abstandsrelation befreie ich mich ein wenig vom Diktat der Mathematik, alles
eindeutig zu definieren. So sind in der von mir dargelegten Theorie Grenzwerte nicht mehr
eindeutig sondern nur noch ungefihr eindeutig definiert. Natiirlich blieb die Darstellung
und die Beweisfilhrung exakt, aber die Abstandsrelation bringt die Moéglichkeit, iiber nicht
ganz eindeutig bestimmte Objekte zu reden. Dies empfinde ich als sehr fruchtbar fiir die
Mathematik.

Wie jeder neue Ansatz fiir eine Theorie ist auch dieser nicht vollstindig oder perfekt. Es
gibt sicherlich Alternativen oder Verbesserungen, die in Zukunft ausgekundschaftet werden
wollen. Uber Anregungen jeder Art bin ich dir sehr dankbar.

Was jetzt fehlt, ist die konkrete Anwendung meiner Theorie. Erst diese Anwendung
kann den Nutzen dieser Theorie offenbaren und durch den Versuch der Anwendung wer-
den sicherlich viele Verbesserungen gefunden. In meiner Bachelorarbeit in Physik will ich
versuchen, bekannte physikalische Problemstellungen mit dieser Theorie zu beschreiben.

Vergesse auch bitte nicht, dass ich die hier dargestellte Theorie nur als einen Zwischen-
schritt in einer umfassenderen und abstrakteren Theorie des Infinitesimalen sehe. Hier liegt
sicherlich noch ein weiter Weg vor mir, doch ich will gerne versuchen, diesen zu bestreiten.
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8. Schlussbemerkung
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