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1 Aufgabe 1

Berechne das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion f : R2 → R an der Stelle x0 = (3, 2),
wobei f gegeben ist durch

f(x, y) = exp(x3 + 2y)

1.1 Lösungsvorschlag

Zunächst berechnen wir alle notwendigen partiellen Ableitungen:

∂1f(x, y) = 3 · x2 · exp(x3 + 2y) ⇒ ∂1f(3, 2) = 3 · 32 · exp(33 + 2 · 2) = 27 · exp(31)
∂2f(x, y) = 2 · exp(x3 + 2y) ⇒ ∂2f(3, 2) = 2 · exp(33 + 2 · 2) = 2 · exp(31)
∂11f(x, y) = (6x+ 9x4) · exp(x3 + 2y) ⇒ ∂11f(3, 2) = (6 · 3 + 9 · 34) · exp(33 + 2 · 2) = 747 · exp(31)
∂21f(x, y) = 6 · x2 · exp(x3 + 2y) ⇒ ∂21f(3, 2) = 6 · 32 · exp(33 + 2 · 2) = 54 · exp(31)
∂12f(x, y) = 6 · x2 · exp(x3 + 2y) ⇒ ∂12f(3, 2) = 6 · 32 · exp(33 + 2 · 2) = 54 · exp(31)
∂22f(x, y) = 4 · exp(x3 + 2y) ⇒ ∂22f(3, 2) = 4 · exp(33 + 2 · 2) = 4 · exp(31)

Nun können wir alle relevanten Ableitungen bestimmen:

f ′(2, 3) = ∂1f(3, 2) · (x− 3) + ∂2f(3, 2) · (y − 2) = 27 · exp(31) · (x− 3) + 2 · exp(31) · (y − 2)

f ′′(2, 3) = ∂11f(3, 2) · (x− 3)2 + ∂12f(3, 2) · (x− 3) · (y − 2)

+ ∂21f(3, 2) · (y − 2) · (x− 3) + ∂22f(3, 2) · (y − 2)2

= 747 · exp(31) · (x− 3)2 + 108 · exp(31) · (x− 3) · (y − 2) + 4 · exp(31) · (y − 2)2

Damit können wir das Taylorpolynom zweiten Grades bestimmen:

(T
(2)
(3,2)f)(x, y) = f(3, 2) + f ′(3, 2) + 1

2f
′′(3, 2)

= exp(31) + (27 · exp(31) · (x− 3) + 2 · exp(31) · (y − 2))

+ 1
2 ·
(
747 · exp(31) · (x− 3)2 + 108 · exp(31) · (x− 3) · (y − 2) + 4 · exp(31) · (y − 2)2

)
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2 Aufgabe 2

Gegeben sei f : R3 → R : (x, y, z) 7→ x2 · y2 + exp(z2 + y). Berechnen sie explizit f ′(x, y, z)(u)
und f ′′(x, y, z)(u, v) für alle x, y, z ∈ R und u, v ∈ R3.

2.1 Lösungsweg

Nach Vorlesung ist f ′(x, y, z) diejenige lineare Funktion R3 → R, die f an der Stelle (x, y, z)
approximiert. Es gilt also

f (~x+ ~ε) = f(~x) + (f ′(~x)) (~ε) + φ(~ε) mit lim
~ε→0

φ(~ε)

‖~ε‖
= 0

Weiterhin lässt sich nach Vorlesung die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f ′(x, y, z)
durch die Jacobi-Matrix angeben.

Hinweis: Die Jacobimatrix ist nicht die Ableitung f ′(x, y, z) sondern stellt die Ableitung f ′(x, y, z)
dar. Diese Unterscheidung ist in einigen Fällen wichtig. So ändert sich die lineare Abbildung
f ′(x, y, z) mit einem Basiswechsel nicht, jedoch aber die dazugehörige Jacobimatrix. Diese Situa-
tion ist vergleichbar mit der Unterscheidung zwischen einer Zahl und der Zi�ernfolge, die diese
Zahl darstellt. So wird in der Dezimaldarstellung die Zahl �zehn� dargstellt durch die Zi�ernfolge
�10�, in der octalen Schreibweise (Basis 8) wird dieselbe Zahl �zehn� dargestellt durch �12� und
in der binären Schreibweise (Basis 2) wird die Zahl �zehn� durch die Zi�ernfolge �1010� dargstellt.

Um f ′(x, y, z) anzugeben, reicht es also ihre Darstellungsmatrix zu berechnen:

Jf (x, y, z) = (∂xf, ∂yf, ∂zf) =
(
2xy2, 2x2y + exp(z2 + y), 2z · exp(z2 + y)

)
f ′′(x, y, z) ist nach De�nition die Ableitung der Funktion f ′(x, y, z). Wie können wir diese be-
stimmen? Nach De�nition 2.4.2 im Skript lässt sich f ′′(x, y, z) durch die Hess-Matrix von f
darstellen. Diese ist

Hf (x, y, z) =

∂xxf ∂xyf ∂xzf
∂yxf ∂yyf ∂yzf
∂zxf ∂zyf ∂zzf

 =

2y2 4xy 0
4xy 2x2 + exp(z2 + y) 2z · exp(z2 + y)
0 2z · exp(z2 + y) (2 + 4z) · exp(z2 + y)


Hinweis: Da alle 2-fachen partiellen Ableitungen der Funktion f stetig sind, kann man nach
dem Satz von Schwarz (Satz 2.1.12 im Skript) in der Hess-Matrix die partiellen Ableitungen
vertauschen, ohne das Ergebnis zu ändern (es ist zum Beispiel ∂xyf = ∂yxf). Demnach muss
die Hess-Matrix der Funktion f symmetrisch sein. Diese Tatsache kannst du ausnutzen, um dein
Ergebnis zu kontrollieren oder um von Einträgen der Hess-Matrix auf die Einträge der diagonal
gegenüberliegenden Komponenten zu schlieÿen.

3 Lösung

Die Jacobi-Matrix von f ist

Jf (x, y, z) = (∂xf, ∂yf, ∂zf) =
(
2xy2, 2x2y + exp(z2 + y), 2z · exp(z2 + y)

)
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Es ist damit

f ′(x, yz)(u) = Jf (x, y, z) · u =
(
2xy2, 2x2y + exp(z2 + y), 2z · exp(z2 + y)

)
·

uxuy
uz


= 〈

 2xy2

2x2y + exp(z2 + y)
2z · exp(z2 + y)

 ,

uxuy
uz

〉
Die Jacobi-Matrix der Ableitung f ′(x, y, z) entspricht der Hess-Matrix und ist damit

Hf (x, y, z) =

∂xxf ∂xyf ∂xzf
∂yxf ∂yyf ∂yzf
∂zxf ∂zyf ∂zzf

 =

2y2 4xy 0
4xy 2x2 + exp(z2 + y) 2z · exp(z2 + y)
0 2z · exp(z2 + y) (2 + 4z) · exp(z2 + y)


Es ist damit

f ′′(x, y, z)(u, v) = 〈Hf (x, y, z) · u, v〉

= 〈

2y2 4xy 0
4xy 2x2 + exp(z2 + y) 2z · exp(z2 + y)
0 2z · exp(z2 + y) (2 + 4z) · exp(z2 + y)

 ·
uxuy
uz

 ,

vxvy
vz

〉
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