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1 Aufgabe 1

Berechne das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion f : R? — R an der Stelle 2y = (3,2),
wobei f gegeben ist durch

[z, y) = exp(a® + 2y)

1.1 Losungsvorschlag

Zunichst berechnen wir alle notwendigen partiellen Ableitungen:

O f(z,y) =3 2% exp(z® + 2y) = 01f(3,2)=3-3% - exp(3> +2-2) = 27-exp(31)
Oof(x,y) =2-exp(z® +2y) = 02f(3,2) =2-exp(33+2-2) =2-exp(31)
O f(z,y) = (6z+9z%) exp(a®+2y) = 011f(3,2)=(6-3+9-3%) -exp(33+2-2) =747 exp(31)
Oo1f(x,y) =622 exp(z® + 2y) = 001f(3,2)=6-3%-exp(3® +2-2) = 54 - exp(31)
Oaf(z,y) =622 exp(z®+ 2y) = 012f(3,2) =6-3% - exp(33 +2-2) =54 - exp(31)
Daaf(x,y) =4-exp(a® + 2y) = 022f(3,2) =4 - exp(3® +2-2) =4-exp(31)

Nun koénnen wir alle relevanten Ableitungen bestimmen:

1(2,3) = 01f(3,2) - (x — 3) + 02£(3,2) - (y — 2) = 27 - exp(
f1(2,3) = 011 f(3,2) - (= 3)* + 012f(3,2) - (= 3) - (y — 2)
+021f(3,2) - (y —2) - (x = 3) + 922 f(3,2) - (y — 2)°
= 74T -exp(31) - (x — 3)% + 108 - exp(31) - (x — 3) - (y — 2) + 4 - exp(31) - (y — 2)*

31)- (z—3)+2-exp(31) - (y — 2)

Damit kénnen wir das Taylorpolynom zweiten Grades bestimmen:

(T F) (@) = £(3,2) + £(3,2) + §(3,2)
=exp(31) + (27 -exp(31) - (z — 3) + 2 - exp(31) - (y — 2))
+ 2 (747 -exp(31) - (z — 3)? + 108 - exp(31) - (x — 3) - (y — 2) + 4 - exp(31) - (y — 2)?)



2 Aufgabe 2

Gegeben sei f: R3 — R : (z,y,2) — 22 - y? + exp(2? + y). Berechnen sie explizit f'(x,vy,2)(u)
und f"(z,y, z)(u,v) fiir alle z,y, 2 € R und u,v € R3.

2.1 LOsungsweg

Nach Vorlesung ist f’(z,y, z) diejenige lineare Funktion R3> — R, die f an der Stelle (z,y,2)
approximiert. Es gilt also

¢(€) _
o €l

Weiterhin lasst sich nach Vorlesung die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f'(x,y, 2)
durch die Jacobi-Matrix angeben.

F(@+8) = f(@) + (f'(&)) (&) + ¢(€) mit lim =+

Hinweis: Die Jacobimatrix ist nicht die Ableitung f/(z,y, z) sondern stellt die Ableitung f'(z,y, 2)
dar. Diese Unterscheidung ist in einigen Fallen wichtig. So dndert sich die lineare Abbildung
f'(z,y, z) mit einem Basiswechsel nicht, jedoch aber die dazugehérige Jacobimatrix. Diese Situa-
tion ist vergleichbar mit der Unterscheidung zwischen einer Zahl und der Ziffernfolge, die diese
Zahl darstellt. So wird in der Dezimaldarstellung die Zahl “zehn” dargstellt durch die Ziffernfolge
“10”, in der octalen Schreibweise (Basis 8) wird dieselbe Zahl “zehn” dargestellt durch “12” und
in der binédren Schreibweise (Basis 2) wird die Zahl “zehn” durch die Ziffernfolge “1010” dargstellt.

Um f'(z,y, z) anzugeben, reicht es also ihre Darstellungsmatrix zu berechnen:

Tr(x,y, 2) = (0uf, Oyf, 0.f) = (2zy®, 22°y + exp(2® + y), 22 - exp(2® + y))

f"(z,y, z) ist nach Definition die Ableitung der Funktion f’(z,y,z). Wie konnen wir diese be-
stimmen? Nach Definition 2.4.2 im Skript ldsst sich f”(x,y,z) durch die Hess-Matrix von f
darstellen. Diese ist

Ovaf Ovyf Ouzf 2> 4y 0
Hy(z,y,2) = | Oyaf Oyyf Oyof | = |42y 2% +exp(z®+y)  2z-exp(z® +y)
Dsaf Ouyf Ounf 0 2z-exp(22 +y) (24 42)-exp(2? +y)

Hinweis: Da alle 2-fachen partiellen Ableitungen der Funktion f stetig sind, kann man nach
dem Satz von Schwarz (Satz 2.1.12 im Skript) in der Hess-Matrix die partiellen Ableitungen
vertauschen, ohne das Ergebnis zu &ndern (es ist zum Beispiel J,yf = Oyo f). Demnach muss
die Hess-Matrix der Funktion f symmetrisch sein. Diese Tatsache kannst du ausnutzen, um dein
Ergebnis zu kontrollieren oder um von Eintrigen der Hess-Matrix auf die Eintrige der diagonal
gegeniiberliegenden Komponenten zu schlieffen.

3 LOsung

Die Jacobi-Matrix von f ist

Tr(z,y, 2) = (0uf, Oyf, 0.f) = (2zy®, 22°y + exp(2® + y), 22 - exp(2® + y))



Es ist damit

Uy
f(@,y2)(u) = Jr (v, y, 2) u= (255y27 2z2y + exp(z2 +y), 2z exp(z2 + y)) | Yy
Uy
21> Uy
= (| 2%y +exp(z® +y) |, | uy |)
2z -exp(z2 +y) Uy

Die Jacobi-Matrix der Ableitung f'(z,y, z) entspricht der Hess-Matrix und ist damit

Ouaf  Ouyf Onzf 2y° dzy 0
Hy(z,y,2) = | Oy f Oyyf Oyof | = | 4oy 222 +exp(z? +y) 2z -exp(z2 +y)
Osef Osyf Ounf 0 2z-exp(22 +y) (2+42)-exp(2? +y)

Es ist damit

f//(xa Y, Z)(U, ’U) = <Hf({1,‘7 Y, Z) tu, ’U>
292 dxy 0 Uz Vg
= (| 4dzy 22% +exp(2? +y) 2z -exp(2? +¥) N K7 I T
0 2z-exp(2? +y) (2+42)-exp(z? +y) Uy vy



